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ПРЕДИСЛОВИЕ 


О курсе механики, читанном в Институте путей сообщения в 1836 г. 
сам Остроградский в записке, доложенной Академии Наук 20 апреля 
1838 г., под заглавием „Мётоне зиг [ез Чбрйасетеп!$ ш5апапё$ ае 
зузётез аззиейз а 4ез соп@ юз уацае5“, помещенной в „Мётонез 
Че ГАсадёпие Чез бсепсез“ (УТ зёг, $с. шаф. её рвуз. Ё 1, 1838, 
рр. 565—600), говорит: „В прошлом году, занимаясь составлением 
руководства по механике, написанном на французском языке к недавно 
литографированном вместе с переводом его на русский язык, я имел 
случай вновь рассмотреть составление общих уравнений динамики, и 
я заметил, что известный способ составления этих уравнений для 
системы, подчинеяной условиям, изменяющимся во времени, оставляет 
желать многого по отношению к ясности и точности, причем возни- 
кают даже сомнения в правильности доставляемых этим способом 
результатов...“ 

Из этой выписки видно, что курс 1836 г. написан самим Остроград- 
ским, и само собою разумеется, что этот курс должен быть положен 
в основу при издании его сочинений и войти в них целиком, без 
всяких изменений. 

Имеется запись лекций, читанных Остроградским в 1852 г. 
Эти лекции, по своему содержанию, весьма близки к. курсу 
1836 г., но содержат местами некоторые к ним дополнения, поэтому 
естественно было включить и эти дополнения в „Лекции по аналити- 
ческой механике“ с надлежащими указаниями. 

Курс „Механики“, читанный Остроградским в Главном педагоги- 
ческом институте в 1852 г., при всей своей краткости, подобно его 
курсу „Аналитической геометрия“, отличается богатством содержания 
и своеобразным изложением. Объем этого курса — 108 писавных стра- 


вии, что составило бы 12 печатных листов. 


Есть книга, написанная неким немецким профессором, в которой 
<группированы предисловия и введения к знаменитейшим сочинениям 
по механике, начиная от „Начал“ Ньютона. 

Остроградский предпослал своему курсу 1852 г. „Введение“, кото- 


рое по своей оригинальности могло бы занять в указанной книге 
видное место. 


Это „Введение“ помещено здесь целиком, хотя его нет в издании 
4836 г. 


Введение 


Геометрия, занимаясь протяжениями, не требует для себя материи; 
механика же не довольствуется одним пространством, она рассматри- 
вает и материю. Для геометрин материя везде сама себе подобиа 
(зипШате); в механике же допускаются и выводятся различные ее 
свойства и состояния. Не станем доказывать существование материи; 
идея о ней есть, и этого достаточно для создания науки; изука эта 
прикладная, если только материя действительно существует; она 
идеальная, если материи на самом деле нет, но, во всяком случае 
она наука, и мы постараемся изучить ее, 

Что же такое материя? Покамест мы ограничимся только двумя 
ее свойствами, нменно — лепроницаемостью и движимостью: скажем, 
что материя есть то, что непроницаемо и способно переменять свое 
положение в пространстве. В непроницаемости нет для нас большой 
важности, и если бы непроницаемость быда откинута прочь, то меха- 
ника выиграла бы в объеме. Но не допустить непроницаемости то же, 
что не допустить материи, а потому мы берем на рассмотрение и это 
‹войство материи. Движимость и непроницаемость достаточны меха- 
нике; все остальные свойства материи она сама выводит. Чем же зани- 
мается механика? Цель ее — изучить движение тел: она есть наука 
© движении тел. Чтобы яснее было дело, скажем, что такое движение 
тела, в чем выражаются данные, служащие для определения положе- 
ния тела, и что именно требуется при изучении движения тел. Мы ска- 
зали, что тела имеют способность переменять место в пространстве; 
стало быть, они в состоянии переменять положение относительно других 
тел, т.е. изменять те данные, которые определяют относительное поло- 
жение тел. Все способы аналитической геометрии определять относи- 
тельное положение двух тел нам известны; так, напр., вот один из них: 
имеем два тела, выбираем на каждом из них по четыре точки, не 
в одной плоскости находящиеся, соединяем их прямыми линиями и 
определяем величины этих линий. Если таковые данные не изменяются, 
то теля относительно одно другого находятся в покое; если же они 
изменяются, то одно тело движется относительно другого. Но мы можем 
рассматривать тело и без отношения к другому телу, и все-таки пре 
этом будем знать, движется ли тело, али нет. Так, будем рассматри- 


вать тело относительно трех пересекающихся поверхностей; тогда 
если координаты тела, отнесенпого к трем поверхностям, не изме- 
няются, —тело находится в покое; в противном же случае оно дви- 
жется. В понятие о движении и покое входит время. В самом деле, 
иначе не найдем, движется ли тело, или нет: для того чтобы заметить 
движение или покой тела, мы должны замечать” относительные поло- 
жения тела в различные времена. Время же в некоторых нематема- 
тических трактатах определяется (скажем для любопытства, что Руссо 
в своем „Эмиле“ определяет время так: время есть подвижный образ 
неподвижной вечности); мы же не беремся определять время, ибо 
проше этого понятия ничего не знаем. Время принадлежит к роду 
величин. В самом деле, пусть тело —в покое; наблюдаем его в первый 
раз, во второй, в третий — тело все остается в покое; с ясностью 
видим, что время между 1-м и3-м наблюдениями равно сумме времен 
‘между 1-м и 2-м, 2-м и 3-м наблюдениями; таким образом время раз- 
лагается на части и есть, стало быть, величина. Если же время есть 
величина, то нужно его измерять, а как? Что принять за единицу 
времени. Для составления единицы времени необходимо, чтобы неко- 
торое явление повторялось и периолы времени его совершения были 
всегда одинаковы. В нас самих едва ли мы найдем что-нибудь такое 
чтобы совершалось в равные промежутки времени, и потому за еди- 
ницей времени мы должны обратиться ко внешнему миру. В нем 
суточное вращение земли и представляет искомую нами единицу; 
в самом деле, звездные сутки неизменны, по крайней мере для нас, 
т. е. если и есть в них перемены, то они так незначительны, что мы 
не можем их заметить. Но кажется достоверно, что звездные сутки 
не изменяются. По вычислениям следует, что от Гипарха, жившего 
за 150 лет до Р.Х., до наших времен звездные сутки никак не могли 
более измениться, как на 0.01 долю секунды. В этом нетрудно убе- 
ДИТЬСЯ. В самом деле, мы можем счесть только число дней, но не 
настоящее время, протекшее от времев Гипарха до наших; сделав же 
предположение, что звездные сутки известным образом изменяются, 
и вычислив таким образом истинное время, протекшее от того момента 
времени жизни Гипарха, когда было солнечное затмение, до одного из 
моментов нашего времени, мы по правилам небесной механики, сообра- 
зуясь с вычисленным временем и настоящими положениями солнца, 
луны и земли, найдем, где были в момент затмения эти три небесных 
тела. Предположение, что настоящие сутки отличаются от одних из 
‹уток при Гипархе на 0".01, приведет к тому заключению, что 
затмение было невозможно, ибо солнце, луна и земля имели относи- 
тельные положения, неблагоприятные для затмения. 

Итак, если нынешние сутки от одного из дней при Гипархе не 
могли измениться более чем на 0“.01, — спрашивается, на сколько 
отличны нынешние сутки от завтрашних. Если и есть действительно 


изменение звездных суток, то оно так ничтожно, так мало нынешние 
сутки отличаются от завтрашних, что никакими своими средствами 
мы не можем заметить этого изменения. Но нам скажут, что эдесь 
есть круг; ибо небесная механика есть конечный результат аналити- 
ческой механики; в последней же звездные сутки, принимаясь за еди- 
ницу времени, чрез то самое считаются постоянными; следовательно, 
небесная механика и не может указать на непостоянство звездных 
суток, если бы оно действительно и было. Но это неправда; в чисто 
теоретическом смысле, какое нам дело, что измеряет нам время; 
{ единиц, —и довольно; а каких единиц —нам и не нужно знать 
в механике, так что и положение небесных тел мы выведем вместе 
с отвлеченным числом Е а потом и делаем предположение, что еди- 
нида времени — звездные суткя, которые мы хотим принять за единицу 
времени, суть переменные или постоянные. Таким образом, кажется, 
с достоверностью можем сказать, что звездные сутки мотут быть 
приняты за единицу времени; впрочем, повторяем, что для нашего 
предмета не требуется иметь в виду определенную какую-либо еди- 
ниду времени. Число единиц времени есть, конечно, число отвлеченное, 
а не что-либо существующее на самом деле; впредь мы будем всегда 
обозначать его через & хотя # есть число отвлеченное, но несмотря 
на то, для простоты в разговоре, мы будем называть его временем. 

Обращаемся тенерь к поясненню предмета механики. Что же надобно 
изучать при движении тел. Нужно знать все последовательные поло- 
жения тела и времена, которым эти положения отвечают, знать, гле 
в известное время находится тело; говоря математическим языком, 
надобно знать координаты точек тела в каждый момент времени. Так, 
мы хотим знать движение какого-либо тела; с этой целью проводим 
три, для большей простоты, взаимно перпендикулярные плоскости и 
отвосим наше тело к этим плоскостям; чтобы знать движение нашего 
тела, мы должны знать координаты каждой его точки в каждый момент 
времени. Координаты эти, очевидно, будут функциями от времени, и 
если мы имеем дело не с целым телом, а с одной только точкой, то 
нахождение этих функций легко, по крайней мере легче, чем в том 
случае, когда мы рассматриваем тело. Мы сказали, что координаты 
точек тела суть функция от времени, но не от одного только времени. 
Чтобы яснее это было, заметим следующее. Очевидно, чтобы знать 
движение тела вполне, нужно знать, откуда начинается оно или, по 
крайней мере, то положение тела, с которого мы начинаем рассматри- 
вать его движение; без этого движение тела нам будет не вполне 
известно. В самом деле, можем ли мы назвать движение тела вполне 
известным нам, когда, зная все обстоятельства этого движения, не 
знаем, где оно происходит — на том ли месте, где мы рассуждаем, 
или же на бесконечно болыпом расстоянии от нас. Но для того чтобы, 
зная все обстоятельства движения, знать его место, очевидно, доста- 
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точно знать положение тела в какой-либо момент и, проще всего, 
положение тела в начале движения. Стало быть, при задании дважения 
нам известиы координаты тела при первом его положении. Пусть они 
будут а, 6, с, и по своей изменчивости принадлежат каждой точке тела. 

Изменяя а, $, с между известными пределами, получим координаты 
точек тела при первом его положении. Пределы этя определяются 
посредством функции поверхности тела при первом его положении. 
Если при этом положевин уравнение поверхности тела есть следующее: 


Ре, у, )=0, 
Ка водо 


найдем а, 6, с координаты точек тела пря первом его положения. 
Впрочем, может случиться, что для определения этих координат служит 
не написанное нами неравенство, а следующее: 


Ка, 6, ‹)>0. 


Но в таком случае, для сохранения однообразия, лучше взять за урав- 
нение поверхности следующее: 


— Л, „д =0, 


которое совершенно одинаково с предыдущим; а между тем, при таком 
виде уравиения координаты будут определяться из следующего нера- 


венства: 
— Ла, 5, д<0. 


Этого неравенства и достаточно, чтобы знать положение тела в один 
момент времени. Все последующие положения тела должны мы опре- 
делить сами. Мы хотим, напр., знать положение тела во время #. Ясно, 
что координаты тела для этого времени будут функции от ёиа, В, с. 

Итак, для определения движения тела надобно координаты тела 
выразить в функциях от времени и координат первоначального поло- 
жения тела. Найдя таким образом координаты, мы определим дви- 
жение тела. В самом деле, мы всегда, напр., найдем, где будет чрез 10”, 
15", 20” и какого угодно другого числа секунд точка, которой а==1, 
Ь=2, с==3, если только знаем координаты х, у, 2 рассматриваемой 
точки в функции от Ёиа, $, с. Но в самом вначале науки искать 
функции от четырех переменных, преследовать движения бесчислен- 
ного множества точек, трудно: воображенне устрашается, представляя 
себе бессчетное число двигаюхихся точек.Так ограничим пока несколько 
свои требования; начнем сначала заниматься движением одной точки; 
этим самым из наших рассматрнваний мы исключаем протяженность 
тела. 


то из неравенства 
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Пусть же точка движется. Мысленно мы будем следить за нею 
и увидим, что она описывает кривую и притом кривую непрерывную. 

Древние философы много занимались движением; были и такие 
учения, которые противоречили сейчас изложенному понятию нашему 
относительно непрерывности движения, именно в них говорилось, что 
движение есть непрестанное исчезание н возрождение тела; при таком 
понятии о движении нельзя не допустить, что движение прерывно. 
Но мы знаем, что тело не может мгновенно нсчезать и возрождаться, 
что при движении оно просто переходит из одного положения в про- 
странстве в другое и что вследствие этого действительного перехода 
прерывность не имеет места. 

Итак, точка описывает непрерывную кривую. Для определения 
движения точки надо знать, как мы видели, координаты точки в функ- 
циях от времени и координат первоначального ее положения. 

Теперь рождается вопрос: как же найти эти функции? Отвечаем, 
знайте кривую, по которой двигается точка, и проходимые точкою 


пространства, тогда и найдете искомые функции. 
Легко понять справедливость наших слов: в самом деле, простран- 


ство, пройденное точкою, выражается интегралом 


[, 


взятым между пределами, указывающими крайние моменты времени, 
з продолжение которого было пройдено пространство. Пусть во время # 
пройденное пространство есть $(й). Функция эта, по нашему предпо- 
ложению, нам известна, в таком случае имеем 


[& =) 
$ 


или 
: 


Е 


0 


+(9, 


когда кривая отнесена к прямоугольным координатам. Из этого урав- 
нения найдем соотношение между х, У, 2 и & присоединиы к нему 
два соотношения между х, у, 2, определяющие вид кривой, по которой 
точка движется, найдем х, у, 2 как функции от #. Но знать кривую. 
по которой движется точка, и проходимые точкою пространства - 
почти 10 же, что знать н самое движение точки, 

Нельзя ли посредством чего-нибудь другого находнть двяжение 


точки? 


—_ и 


Посаде этого замечательного и своеобразного „Введения“ Остро- 
градский переходит к установлению понятий о траектории, скорости, 
‘ускорении и проекциях них и о нахожденни их, когда заданы конечные 
уравненяя движения в Декартовых координатах. Рассматривзется 
падение тяжелого тела в пустоте, и из законов Кеплера выводится 
закон Ньютона, точнее говоря — выражение ускорения при движении 
планет. 

Затем, он ставит два вопроса: 1) какая причина ускорения, 2) что 
выражает собою в природе ускорение, и приходит к заключению, что 
ускорение выражает действие одного тела на другое, находящееся 
в движении. Отсюда естественный переход к рассмотрению параболи- 
ческого движения под действием силы тяжести и плаветных движений 
под действием притяжения солниа. 

Затем рассматривается движение артиллерийских снарядов в случае, 
когда ускорение от сопротивления воздуха выражается формулою вида 
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при понятных обозначениях, 

После этого чисто кинематнческого. рассмотрения устанавливается 
понятие об инерции материи, о так называемой силе инерции, о массе 
и осиле вообще, о свободном и несвободном движениях точки и, как 
пример, рассматривается: движение простого маятника при малых его 
колебаниях в пустоте и в среде, сопротивление которой пропорцио- 
‘нально первой степени скорости; циклоидальный маятник, и линия 
наискорейшего ската. На этом заканчивается механика точки, 

Следующий отдел есть механика систем. 

Сперва рассматриваются геометрические понятия: момевт инерции 
системы точек, положение центра инерции, определение главных осей 
неизменяемой системы точек и примеры их нахождения для одно- 
родных тел. 

Далее следует вводная статья о притяжении и выводятся формулы 
для притяжения шара и эллипсоида. 

Этим заканчивается геометрическая часть, которую телерь назы- 
вают геометрией масс. Следующая статья курса носит заглавие „Общая 
теория равновесия и движения“ и занимает 44 страницы из 108 страниц 
зсего курса. Извество, что этому вопросу посвящено несколько ученых 
статей Остроградского, в своем курсе он дает как бы краткое и ие- 
сколько упрощенное изложение этих статей и устанавливает начало 
возможных перемещений, начало Даламберта, и, следуя Лагранжу 
прилагает их к составлению уравнений движения любой системы и, 
в частности, к составлению уравнений равновесия и уравиений дви- 
жения твердого тела и для примера рассматривает движение свобод- 
ного твердого тела по инерции, ограничиваясь лишь тремя первыми 
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интегралами, представляющими зависимость проекций угловой ско- 
рости от времени. 

Запись Н. С. Будаева заканчивается статьей о веревочном много- 
угольнике, видимо илн что-то помешало Остроградскому довести свой 
курс до конца, или почему-либо Будаев прервал свою запись. 

В литографированвых лекциях 1836 г., после учения о веревочном 
многоугольняке, следует учение о равновесии гибкой и нерастяжимой 
нити, причем все выводится из общих уравнений в нх первой Лагран- 
жевой форме и для примера прилагается к случаю силы тяжести и 
равновесию тяжелой цепи. 

Затем идут статьи или лекции: о равновесии жидкостей несжи- 
маемых или капельных, причем все получается из общего начала 
возможных перемещений, вариируя соответствующий интеграл; о равно- 
весии жидкостей сжимаемых; о равновесии жидкостей весомых; о вы- 
числении давлений; о равновесии плавающих тел; о теории всасываю- 
щего насоса; о движения несжимаемых жидкостей, и в виде примера 
теория вытекания тяжелой жидкости из сосуда заданной формы через 
отверстие в его дне. 

Курс заканчивается учением об ударе тел упругих и неупругих, 
и в виде прибавления дано краткое изложение вариационного исчи- 
сления, которым приходилось в курсе пользоваться. 

Из этого общего обозрения видно, какое богатое содержание умел 
вложить Остроградский в свой курс, весьма сжатый по объему. 

В этом курсе особенно замечательно то, что Остроградский всегда 
главное внимание обращает на принципиальную сторону дела. Все 
выводит из единого начала возможных перемещений, следуя в этом 
“Лагранжу гораздо ближе, нежели это делается теперь. 


ЛЕКЦИЯ! 
Введение. Движение относительное, скорость 


1. Величина есть все то, что может быть воображаемо большим 
и меньшим, или все то, что можно представить состоящим из частей. 

Всякая величина может быть измеряема; это следует из того самого, 
что она мысленно разложимя на части. 

Измерять величину — значит находить, сколько раз содержится 
в ней другая величина одного с нею рода. Величины какого-ни- 
будь рода измеряют, сравнивая с величиною того же рода, избирае- 
мою смотря по обстоятельствам. 

Числа пронсходят от измерения величин и суть не что иное, как 
отношения величин одного рода. 

Наука о числах называется чистым ‘или общим анализом; она не 
рассматривает величин, но только их отношения. Величины рассмат- 
ривает анализ прикладной, который, смотря ио роду излагаемых 
величин, разделяется на несколько отдельных частей. 

Всякая часть прикладного анализа излагает сначала способы измерять 
те величины, которыми она должна заняться; потом, с помошью общего 
анализа, она производит известные действия над числами, получаемыми 
ею от измерения. 

Геометрия есть первая часть прикладного анализа; она имеет пред- 
метом своим притяжения и учит сначала, как измерять их и как 
ваходить их положения; потом, дошедши до чисел, она становится 
частным приложением чистого анализа. 

За геометриею следует механика; последняя, сверх протяжения, 
которого рассмотрение заимствует из геометрии, говорит о материн 
и времени. Посему механика, прежде слияния своего с общим ана- 
лизом, должна научить нас измерять количество материи и коли- 
чество времени. 

2. Трудно, если даже не невозможно, с точностью определить, что 
такое материя. Обыкновенное определение, что материя есть все то, 
что мы можем постигать нашими чувствами, т. е. все то, © суше- 
ствования чего говорят нам чувства, равным образом не изъято от 
затруднения, ибо всем известно, какие возражения делают спиритуа- 
листы протяв действительности показания наших чувств. 
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Чтобы твердым шагом итти вперед в таком трудном деле, прибегнем 
к весьма простому рассуждению. Показываются или нет нашими 
чувствами вещи точно так, что они существуют в самом деле; примем 
их показания и будем поступать, как бы они были действительно верны. 
Нам мало нужды до того, что такое предмет сам в себе, нам важен 
только образ его действия на нас, т. е. чтб он в отношении к нам, ибо 
мы сами для себя хотим составлять механику. 

Я не хочу сказать, чтобы достаточно было первого взгляда на предмет 
в что бесполезно было бы углубляться в его природу; я почитаю 
только излишним знать, чем был бы предмет, если бы мы были не 
чем, что мы суть, чем бы этот предмет был, напр., для существ выс- 
шей природы, нежели мы. 

Будем рассматривать часть материи, ограниченную со всех сторон, 
или 10, ато называется телом; существует ли это тёло или нет, примем 
его за предмет действительный. Если оно переменяет свое положение 
относнтельно нас, —мы можем, как скоро почтем это нужным, искать 
законы такой перемены, можем определить положевие, которое оно 
примет, сдвинувшись с первого места, мы узнаем, какое впечатление 
оно произведет на нас в своем новом положении. Удовольствуемся 
этим знанием, состоящим в действии на наши чувства, и не станем 
заботиться о том, что такое сам в себе предмет, на нас действующий. 

Таким образом материя существует для нас, потому что она дей- 
ствует на наши чувства. 

3. Так как о существовании материи или тел мы узнаем помощью 
чувств, то и должны обратиться х чувствам, чтобы открыть их свойства. 
и взанмные отвошения. Здесь, прежде всего, поражает нас постоянная 
перемена положения одних тел в отношении к другим; когда какое- 
нибудь тело переменяет свое положение относительно других тел, — 
говорят, что оно находится в движении по сравнению с последними, 
и способность тел двигаться называют движимостью. Если, напротив, 
какое-нибудь тело сохраняет свое положение относительно других тел, 
то говорят, что оно находится в покое. 

Покой и движение, которые мы сейчас определили, принадлежат 
к понятвям чисто геометрическим, потому что геометрия учит, как 
находить положение одного предмета относительно других. Эти понятия 
не представляют в себе инкакого затруднения, ибо чтобы судить о покое 
или движении, нужно только воспользоваться простыми рассужде- 
ниями, на которых геометрия основывает определение положения всех 
частей какого-нибудь протяжения, и если, приннмаясь за определение 
положения тела несколько раз, постоянно находим, что оно остается 
одним и тем же, —говорим, что тело находится в покое; напротив, 
тело ваходится в движении, как скоро все оно или только некоторые 
части его переменяют свое положение. Таким образом покой состоят 
в сохранении телом положения всех частей своих относительно других. 
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тел, а движение —в перемене всех положений или только некоторых 
из них. 

Одно’ и то же тело, очевидно, может дьнгаться различным образом 
ио отношению к различным телам; даже может случиться, что по от- 
ношению к некоторым из сих предметов оно сохраняет свое положение, 
т. е. остается в покое, откуда легко видеть, что покой и движение 
не суть свойства тел, чо скорее их взаимные отношения, иначе об одном 
я том же теле можно было бы сказать, что оно в одно и то же время 
находится в покое и в движенни. Итак, покой и движение не имеют 
инкакого влияния на природу тел. 

4. В понятии движения, равно как н покоя, встречается понятие 
времени, ибо, чтоб судить о сохранении яли перемене положения тела, 
нужно определить оное в два или несколько времен различных, 
откуда следует, что без времени мы някогда не могли бы представить 
себе нн покоя, ни движения. Между тем, понятие времени не может 
заключаться в понятии покоя или движения, как думают некоторые 
философы, ибо, если бы оно содержалось в нем, — мы не могли бы 
знать ни того, что такое покой или движение, ни того, что такое 
время. В самом деле, предположив, что поиятие времени заключается 
в понятии движения, нужно, чтоб ум наш представлял движение неза- 
висимо от времени, что, очевидно, невозможно. Посему понятие времени 
должно предшествовать понятию движения, хотя надобно согласиться, 
что точнейшее понятие времени и его меры приобретается из рас- 
сматривания движения, 

5. Возьмем тело, которое переменяет свое положение, и станем 
определять его движение. Полное определение движения, очевидно, 
должно состоять взнанин всех положений тела, которые будут следовать 
одно за другим, или, другими словами, в знании положений тела 
з каждое мгновение времени, в продолжение которого мы хотим рас- 
сматривать его движение. Но как положение тела зависит от положения 
всех точек, какие они могут принять внутри его, то мы станем сначала 
следовать за движением одной только точки тела и посмотрим, каким 
образом можно узнать ее положение в каждое мгновение; потом, 
чтобы узнать движение всего тела, нам остается только приложить ко 
всем его точкам то, что сказали об одной из них. 

Занимаясь одною точкою тела, мы устраняем от себя рассматри- 
вание его протяжения и не принуждены в одно и то же время следовать 
за перемещенияин бесконечного иножества точек, что могло бы утомить 
наше воображение и в самом начале отнять охоту от дальнейших 
исследований. 

Итак, будем рассматривать одну точку в различных положевиях 
А, В, С, О, ... (черт. 1). Невозможно, чтобы движущаяся точка, 
ызходась сперва в А, вдруг очутилась в В, не прошедши через все 
положения, средние между А я В, которые все вместе составят кривую 
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АВ, то же самое надобно сказать и о положении Ви С, Си БР, так 
что наша точка опишет кривую АВСО. 

При переходе точки из А в В протекает известное время, при 
переходе из В в С— другое, из Св В — третье и т. д. Но очевидно, 
что время, употребленное на прохождение пространства ДО, более 
времени, в которое пробегается пространство ДВ или ВС, или СР; 
что сумма времен, употребленных на прохождение пространств АВ, 
ВС, СР, равна времени, употребленному на прохождение пространства 
АР. Таким образом можно представлять себе времена одни более 
продолжительными, другие — менее, можно разлагать их на части; 
итак, время есть величина и, следовательно, может быть измеряемо. 

Для измерения времени, прежде всего, нужно избрать единицу; 
но как с нею ознакомиться, как узнать, сколько раз содержится она 

с в другом промежутке времени? Вре- 

8 > мена нельзя измерять, как простран- 

ства, помощью положения, и вообще 

нельзя определить каким бы то ни 

было способом отношения между раз- 

Черт. 1. личными частями времени, отдельно 

взятыми. Итак, если хотим измерять 

время, мы по необходимости должны рассматривать его в каких-ни- 

будь отношениях с предметами внешними. Зная, напр., что известные 

явления, следуя одно за другим, имеют ошутительное продолжение и 

могут быть приняты за совершенно тождественные, которых, следо- 

вательно, два, три и т. д. совершатся в двойное, тройное и т. д. 

время, мы по числу их можем судить о продолжении какого-нибудь 
другого явления, 

Явления, о которых мы говорим, не могут находиться в нас самих, 
т. е. мы не можем измерять время переменами, которые совершаются 
в нашем собственном теле, ибо, сверх той невыгоды, что-каждый имел 
бы свою особенную меру, мы не могли бы знать, каким изменениям 
нашего тела соответствуют времена, совершенно равные. Итак, меры 
времени нам остается искать в переменах предметов, которые менее, 
нежели наше тело, подвержены изменениям. 

Возьмем, напр., тело, которое движется одно по кривой сомкнутой 
линии или которое качается подобно маятнику. Если нет никакой 
причины не верить, если мы твердо убеждены, что при каждом обра- 
щении или качании тело находится в таком же состоянии, как и во 
время предыдущего обращения или качалия, то по всей справедлявостя 
можем рассматривать времена каждого обращения или качания. как 
совершенно равные; посему все явления, совершакуниеся в продол- 
жение одного и того же числа качаний, имеют времена равные и вообще 
отношение двух каких-либо времен равно отношению чисел качаний, 
совершающихся в продолжение сил времен. 
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$. Возвратимся к точке, которая, двигаясь, описывает кривую АВС). 
Означим через 5 абсолютную величину пространства АВ и через # 
величину времени, употребленного на его прохождение; $ и # нельзя 
между собою сравнивать, но если 5” означает абсолютную величину 
пространства ВС и #— время, употребленное на его прохождение, то 
можно бы искать отношения между $ и 5", между Ё и #, можно бы 


Ы 
также искать зависимость между отношениями 5 Ир, и если бы 


Удалось определить ее, то одного из двух отношений 5 и р доста- 
точно было бы для определения другого. 

Но, вместо того чтобы находить отношения 5 и р ‚ гораздо проще 
искать отношение пространства 5 к единице длины и отношение вели- 
чины Ёк единице времени, взяв за единицу времени продолжение 
полного обращения или качания какого-нибудь тела (см. предыдущий 
параграф); таким образом $ и # соделаются числами отвлеченными, 
и отношение их выразится посредством уравнения 5=9(0), где $ 
означает функцию какую угодно. Если же потребуется найти отно- 
знение между абсолютными пространствами $ и 5", то надобно только 
взять отношение между их отношениями к единике длины. Количества 
$5 и Ё суть, действительно, числа отвлеченные, но для удобства и для 
краткости речи мы будем называть их пространством и времевем, 

Как скоро э(#} выражает пространство, пройденное во время &, то 
$6) выразит пространство, пройденное во время #-+-6, а разность 
$(#-+-9) — (4) означит пространство, пройденное во время 6. Последнее 
пространство будет зависеть от двух чисел и 8, так что при одном 
и том же @ оно будет изменяться вместе с #. Если бы, по свойству 
движения, пространство © (#-+6)— 2 (2) было независимо от &, то закон 
движения был бы прост и понятен: пространства, пробегаемые в равные 
времена, были бы равны. Посмотрим, что нужно для того, чтобы 
подобное движение имело место, т. е. какого свойства должна быть 
функция 5. 

. Так как, по условию, $ (+8) не заключает переменной {, то отно- 


шение #19 —9@ равным образом не будет заключать ее в себе, 


каково бы ни было 9, но при стремлении 8 Х нулю предыдущее отно- 
шение сделается $'(/), и как в нем не должно находьться & то мы 
имеем $'()-=а, а означает постоянную, следовательно э()==аё +5, 
но, как $(0) =0, —мы будем иметь $ (0) ==а#. Посему, в вашем частном 
движении, пробегаемое пространство пропорционально времени, упот- 
ребляемому на его прохождение. Пространство, пробегаемое во время 
+6 будет а(Ё+9), и ай изобразит пространство, пробегаемое телом 
Фо время 6, которое считается не © какой-лябо данной эпохя, во 
< конца какого бы то ни было времени, Таким образом пропорцио- 


3 собр. вот, М. В. Оберогреленогь, т. 1. 9. 2. 
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нальность пространства с временами существует независимо от пронс- 
хождения эременн. 

Иростые движения, в которых пространства, пробегаемые в теченяе 
каких-нибудь времен, единственно зависят от сях времен, или, лучше, 
движения, в которых пространства пропорциональны временам, назы- 
заются движениями однообразными. Проязвольное количество а пока- 
зывает, что есть бесконечное множество движений однообразных; 
внрочем, одной величиые количества а может соответствовать бесчис- 
ленное множество сих движений, которые отличаются между собою 
кривыми, описываемыми телом. Таким образом однообразные движения 
различаются между собою и по величинам количества а и по свойству 
кривых. Что касается до сравнения однообразных движений с неодно- 
образными, то существенное отличие первых движений от вторых 
состоит в постоянстве отношения @, пространства ко времени, уно- 
требленному на его прохождение, т. е. движение не будет уже одно- 
образным, как скоро в различные эпохи изменяется отношение про- 
странства ко времени. 

Нет сомнения, что в однообразных днижениях различного рода 
пространства, пробегаемые в одно и то же время, будут тем более, 
чем значительнее количество а; и когда тело пробегает в одно и то же 
время большее пространство, нежели другое тело, говорят, что первое 
движется скорее, а последнее — медленнее; посему тело, у которого 
количество 4 более, нежели у всех прочих, движется всех скорее, 
два тела, имеющие одинаковую величину количества а, движутся 
с равною быстротою. Колвчество @ называется скоростью. Таким 
образом скорость в однообразном движении есть не что другое, как 
откошение пространства ко времени. 

Понятие скорости рождается, как мы видели, из сравнения про- 
странства и времени. Скорость не есть свойство тела, нотому что 
может измениться, ни в чем не изменив самого тела, скорость есть 
подобно самому движению состоявие некоторое тела, 

Скорость можно рассматривать как линию или как количество. 
особенного рода, имеющее свою собственную меру. В первом случае 
скорость есть пространство, пробегаемое з единицу времени, во вто- 
ром — должно избрать какую-нябудь едавицу скорости. Пусть будет 
едининею скорости скорость тела, проходящего пространство. Ё во 
время 8, тогда скорость тела, проходящего пространство $ во время #. 


выразится отношением между отнолевиями Е Е -, 1. е. отноме 


няем 53, которое есть число отвлеченное. Скорости у нас рас- 
сматриваются как прямые диции, 

7. Можно предложать себе несколько задач касательно двищения 
однообразного; вот одна из. них. Два тела, выходя из двух даыных 
точек, обращаются по данной сомкнутой кравой со скоростями, рав- 
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ным образом данными, найти точку их встречи. Часовые стрелки 
представляют частный случай этой задачи, 

Пусть А и В означают два тела, $ и В-—их скорости, а иа— 
расстояния ОД в ОВ (черт. 2). Тела А и В находнтся в данной точке 
О кривой линии, и расстояния взяты при самом начале времени & 
В конце времени # тела пробегут относительно пространства 6 и В; 
эти пространства плюс первоначальные расстояния до точки О будут 
а-- Е а-- ВЕ. Для точек встречи пространства а 6Ё и в-+- В, оче- 
видно, должны быть одинаковыми или разниться только одним мно- 


жителем периметра кривой. Г 
Итак, означив чрез ® периметр и положив 
$ >В, имеем А 


аа Е по, 


п означает целое число или нуль; из сего урав- 
зения извлекаем 


Черт. 2. 


— формулу, дающую все случаи встречи, есян мы будем ставить после- 
довательно числа 1, 2, 3, 4,... Можно также предположить п=0, 
если расстояние ОВ более, нежели расстояние ОД, т. е. если я>а. 
8. Возвратимся теперь к движению, в котором пробегаемое про- 
<транство есть какая-нибудь функция (6) времени #. Во время 6, 
протекшее с окончания времени & тело пробежит пространство 


еее), 


где \ есть положительное число, меньшее единицы. Из сего выраже- 
ния видно, что пространство, пробегаемое во время @, равно про- 
странству, какое бы пробежало тело однообразным движением с ско- 
ростию $(#-+ 48). Эта скорость, будучи не что другое, как отношение 


эко пространства $(#-+8) —+@} ко времени 8, употреблен- 


ному на его прохождение, изменяется саременами Ё и %, т, е, каж- 
дому времени Ё и 6 будет соответствовать особенное однообразное 
движение, вследствие которого тело’ вробежало бы такое же вро- 
страиство, какое оно, действительще, пробегает при настоящем дви- 
жения. + 

Веобразим себе лругое деищение, в котором пробегаемее ира- 
странство. есть функция Д(#) времени &. Пространство, прохолимае 
‘9 оменчаныи времеви {в 8, булет 


№-9—16. 
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Сраваим между собою два пространства 
Ле) — М9 и з@+)—+0, 


которые для краткости означим чрез и и $, будем иметь 
. 
и—= 1-8) — Холи 5-8) 


5-0) — ое боем), 
следовательно 
5—и=((®—Г(0)6 + т [2Е+- 18) — Де м, 


Если предположить, что 6 чрезвычайно мало, то член ($'(#} — 2(4))6 
превзойдет второй член разности, так что 5 — и будет положительным. 
или отрицательным в одно время с $) —Р(@ и при 9@>7® 
будет > и, а при 2'(#) < }(@) будет $ меньше, нежели и; итак, можно 
сказать, что но прошествии времени #и в чрезвычайно малое время 6 
то из двух тел, которому принадлежит наибольшая из производных 
$'(0 и (6, пойдет скорее, т. е. пробежит большее пространство. 

Итак, производные 5'() и }(@} для переменного движения суть 
то же, что отношения пространств ко времени в движении одно- 
образном; поэтому они и называются тем же именем, т. е. скоро- 
стями переменного движения, и скорость $'(#ё), естественно, принад- 
лежит движению, означенному чрез 9(4), а скорость Р()) относится 
к движевию Дё). 

Скорость переменного движения $8), завися от времени &, изме- 
няется, следственно, в каждое мгновение; пока тело имеет боль- 
шую скорость, оно будет пробегать и больщее пространство в одно 
и то же время, каково бы оно ни было, весьма мало или велико. 
В этом можно убедиться, представив пробегаемые пространства 


+ —Л и 36-9 — $0 в виде 


#4, 


8 
| ла, 


5 


#4.9 


{ да», 


но как скорости изменяются в каждое мгновение, то{может случиться, 
что скорость, которая была прежде ббльшею, сделается меньшею; 
но как скоро подобная перемена совершилась, —тело, получившее 
ббльшую скорость, станет пробегать ббльцие пространства в течение 
какого бы ни было времени: 

9. Зная скорость $'(#) тела в каждое мгновение, легко найтн про- 
етранство 9(#-+-8) — (0, пробегаемое зо время 6, которого доцоляе- 
ние и продолжение предполагаются какими угодно. 


В самом деле, имеем 


эе-+-0—0—= { оба, 


8 


но как 

248 

ош 

г 
есть сумма элементов э(раё, то посему можно $'0) почитать про- 
странством, пробегаемым во время 4 вследствие скорости $8, и 
везде всякое движение может быть рассматриваемо как следствие 
бесчисленного{множества однообразных движений. 

Впрочем, как видно из предшествующих рассуждений, разложение 
переменного движения на движения однообразные проистекает из 
понятия о дифференциальном анализе и отвюдь не из свойства 
самого движения; напр., допустив другое определение дифферен- 
циала, можно бы взять 


#48 „ 
+ — = | [ю 9. Е 4 


; 


при этом предположении дифференциал функции $(#) был бы + -- 
ое, а не просто э’(Фаё, и интеграл фувкции $(4 будет 
состоять из обыкновениого интеграла [+0 за вычетом количе- 
ства ы . 

Как бы то ни было, а при разложении какого-нибудь движения 
на движения однообразные мы можем допустить, как единственное 
средство для облегчения вычислений, так же как принимается и 
в геометрия, что кривую линию можно представить состоятею из 
бесконечного числа бесконечно малых прямых. Что же касается до 
скорости $8), то она не есть одно только следствие, вытекающее 
из понятия, которое мы ввели для упрощения изложения начал дви- 
жения: мы увидим в следующей лекции, что движение тела, по 
своей природе, есть всегда однообразное в.что оно изменяется только 
от причин посторонних, так что если эти посторонние причины пере- 
станут действовать на тело в какое-нибудь мгновение &, то оно, 
начиная с этого мгновения, будет проходить пространства, которые 
будут относиться между собою как времена, употребленные для 
прохождения оных, и эт0 отношение справедливо выражается произ- 
водною $0). 


ЛЕКЦИЯ Ц 


Сложение и разложение екоростей. 
Бездейетвенноеть матерни 


1. Для механики необходимы только понятия © пространстве, ма- 
тернии и времени, а понятие о скорости мы ввели больше для того, 
чтобы упростить изложение предмета, ибо оно сямо собою вытекает из 
понятий пространства и времени. Скорость есть ие иное что, как яю- 
следнее отношение пройденного пространства ко времени, употреблен- 
ному на его прохождение. В движении однообразном последнее отно- 
шение пространства ко времени равно какому ня есть отношению 
и бывает одинаково во все эпохи движения; посему говорят, что 
скорость в неы постоянна, и это-то свойство скорости характеризует 
самое движение; в переменном же движении скорость, т. е. последнее 
отношение пространства ко времени, изменяется. 

Означим через 9 скорость в конце времени Ё в каком-нибудь 
движении; в продолжение мгновения 4, протекшего по окоичании вре- 
мени & тело пройдет пространство 04 или, по крайней мере, такое 
пространство, которое будет разнаться ото только бесконечно малыми 
величинами второго порядка. Итак, если известно положение тела 
в мгновение &, то, прозедши от этого положения в надлежащем на- 
правлении прямую 94, найдем положение тела в мгновение # | 4. 
Скорость в сию эпоху будет 7-|- 4; с этою скорестью, в продолже- 
ние нового мгновения 4, тело яфейдет линию (9 -1- 40) 4 которая, 
быв продолжена в известном направлении от места, занимаемого телом 
в мгвовение #-- 4 определит его положение в мгновение #124, 
ит. д. Таким образом, зная скорость и направление движения в каждое 
мгновение, можно но данному положению тела найти все последующие 
положения оного. 

Посему также важно знать направление движения, как и ско- 
рость; это направление есть направление малой прямой © 46, которую 
пробегает тело в каждое мгновение. Чтобы определить его, отнесем тело 
к осям прямоугольных координат х, у, 2, которые могут принадлежать 
всякому положению тела и которые, следственно, должны быть рас- 
сматриваемы как функции времени &, Не нужно, кажется, и упоминать, 
что оси х, ув 2 должны иметь положение неизменяемое и определен- 
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ное для какого-нибудь неподвижного тела, в отношении к которому 
рассматривается движущаяся точка. 

Количества х, у, 2 представляют координаты точки в мгновение . 
Означив чрез 2, р, + углы, составляемые прямою 94 с осями х, у, 2, 
будем иметь 


х-осоз Аа уосозьЬ 2--0с05 2 


для коордиват в мгновение #-|- 4; но те же координаты можно выра- 
зить чрез 


хи У, аи, 


по крайней мере в таком случае, когда не берутся в расчет, как 


и нужно ноступить в настоящем вопросе, количества порядка 4; 
следовательно, будем иметь 


ах —_ 4 —_ 4 
9505 ве бар, 9608 == р, 
откуда 
4 ах Чу и: 
= с0$%. Е’ СОЗ» С05=4, 


«делав для краткости &=У че ай -р ая. 

Таким образом малая прямая 94Ё направлена ио касательной 
к кривой в точке (х, у, 2). 

Количества 7 208 А, осозь 4 9 с05 У суть проекции прямой 94 
на оси координат; это суть пространства, по которым движется тело 
параллельно сим осям; посему, разделив ях на 42, получим скорости, 
параллельные осям координат, т. е. 


$ —. & 4 
9505 =, 9505 — р, 705054. 


Проекциею же скорости на какую-нибудь прямую А называется 
произведение скорости на косинус угла, составляемого направлением 


движения с прямою А; следовательно; 9с054, 7 0$ р, 7 с05% или и, 
*, & суть проекции скорости на оси жеординат. Вообще 7505%® 
есть проекция скорости у на прямую, которая с направлением движе- 
ния составляет угол о. 

2. Доселе мы рассматривали Движение материальной точки в отно- 
шений к одному данному телу А.Станем еще теперь рассматривать ее в от- 
ношении к другому теду В, которого положение равным образом дано. 
Для сего положим, что в мгновение # тела АД и В находатся в Ди В, 
8 точка — в т. Положение и величияа прямых ВА в Ат совершенно 


Ща — 


определены. Пусть по прошествии бесконечно малого времени 4 птоложе- 
ние точки т будет определено отвосительно тела А величиною и на- 
правлением прямой Ат’, т. е. что в мгновение #-- 4 она будет на- 
ходиться от А в данном расстоянии, равном Апг’, и что будет известно, 
в каком направлении должно провести прямую Ам’, чтобы посред- 
ством ее соединить движущуюся точку с А. Наблюдатель, находящийся 
в А, увидит, что точка и: пройдет малую прямую ти’, и эта прямая 
будет для него вполие представлять движение сей точки. Но пусть 
само тело А переменяет свое место относительно тела В, и пусть 
в конце времени #-- 4 его положение будет определено ллиною 
и положением прямой ВА’. Очевидно, что когда тело А в мгновение 
#-- 4 находится в А’ и когда в то же время положение точки и 
относительно этого тела определено величиною и направлением линии 
Ат’, то эту прямую должно провести от А’, так что т будет находиться 
уже не в м, ав 1”; линия А’т” равна и параллельна линии Ай’; 
таким образом точка т пройдет малую прямую тт”, т. е. в продолже- 
ние времени 4 перейдет из # в т”. Так как линия т’т" равна 
и параллельна АА’, то отсюда следует, что движение точки т относи- 
тельно тела В есть третья сторона треугольника, которого две другне 
стороны составляют движение точки т относительно тела А и движе- 
ние тела А относительно В. Говорится, что движение ти” состоит или 
слагается из движений тт’ и АА’, и также говорится, что движение 
тт” можво разложить на два движения тт’ и АА’, 

Предыдущее сложение и разложение не имеют ничего действитель- 
ного: невозможно одну прямую заменить двумя или две прямые рас- 
сматривать как одну; словами: „сложение“ и „разложение“ мы выражаем. 
только простое отношение, находящееся между тремя движениями тт”, 
тп’, АА’, и это отнощение состоит в том, что дабы отыскать положе- 
ние точки, которое она имеет вследствие движения тит’, ‹ стоит 
только найти сперва положевие, в котором она будет находиться 
вследствие движения ши’, а потом положение, которое она занимает 
вследствие движения АА’ сие последнее совпадает с положением 
точки, занимаемым ею вследствие одного движения пит”, так что два 
движения тт’ и АА’ сливаются, так сказать, в одно движение тт", 
ве препятствуя одно другому. 

Три прямые тт", шт’ и п’т" = АА' суть стороны одного и того, 
же треугольника; посему если направления сих прямых взять так, 
чтобы они совнадали с движениями, которые представляют прямые, — 
проекция линии ини” на какое-нибудь направление будет равна сумме 
проекций тм’ и АА’ на хо же направление. Означим чрез 5, 5', 5" 
ливни тт”, тт’, ти” АА’ и чрез &, в, в" углы, составляемые 
ими с каким ни есть направлением, будем иметь 


55050-5'603%'.{- 5" с05". 
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Разделив пространства 5, 5', 5" на время 4 употребленное дая 
прохождения их, получим в частном числе скорости; означив сии ско- 
рости чрез т, 9’, 2”, будем иметь 


9505 ®=0'с05%'|- 9" с05 в". 


В самом деле, движения 5, 5', $" в продолжение мгновения 4 можно 
считать однообразными; посему будет 


5=Ф, = 5”==0"ав 


рассматривая же величины $, 5', 5’ как функиин от 4 и сделав лля 
краткости 4—8, получим 


4 р" 
собФ- “Е обо" сое”, 


2505 %=0"с03®'-|- 0" с0$”. 


Итак, скорости 9, 9", 9" следуют тем же законам сложения и разложе- 
ния, как и соответствующие им пространства. Скорость © называется 
скоростью точки т отвосительно тела В, <" есть скорость точки т 
относительно тела А, и 9” представляет скорость тела А относительно 
В. Точно так же скорость относительно В разлагается на две: на 
скорость т относительно А и скорость А относительно В. О сложении 
скоростей можно сказать то же самое, что сказано о сложении про- 
странств, т. е. сложение скоростей есть чисто дело вычисления; но 
оно следует самым простым законам: скорость слагается из двух 
других скоростей, которые, не препятствуя одна другой, в одно н 10 
же время действуют на точку. 

3. То же, что сказано о сложении лвух перемещеней в двух ско- 
ростей, можно распростренить и на какое угодно число перемещений 
и скоростей. Действительно, > 
если точки В, А, т (черт. 3} « 
рассматривать в отношении . 
к четвертой точке С, то пере- 
мещенне точки #2 относитель- 
но С будет состоять, по пре- 
дыдущему, из перемещения ее Черт. 3. 
относительно А и из переме- 
щенвя А относительно С; но последнее состоит из перемещения А 
относительно В и перемещения В относительно С; следственио, пере- 
мещение т отвосительно С будет состоять низ перемещеный: 2? отяо- 
сительно А, А относительно В в В отвосительно С. 


>. 
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Сложение, о котором мы говорим, состоит в том, что три послед- 
ние перемещения составляют три стороны четыреугольника, а четвер- 
тою его стороною служит перемещение точки и? относительно С. Итак, 
по известному свойству замкнутых (гиб$) многоугольников, будем 
иметь 

5503 %==5' 605 ®'-- 5” с03 0" -|- 5" с03"", 


5, 5', 3", 5"" означают перемещения: т относительно С, т относительно 
А, А относительно В и В относительно С; а, ®', в", «"" представляют 
углы, составляемые перемещениямя 5, 5', 5”, $" с одним каким-нибудь 
направлением. 

Предыдущее уравнение распространяется также и на скорости: 
означив чрез т, 9’, 9", 9” скорости, соответствующие перемещениям 5, 
5', 5", 5", получим 


9605 ®=50'с05%’-- 9" с05 5" -|- 9" соз® 


очевидно, что формулы 


605 в"” 
"05 


$505 
950$ ® = 


'с0$®' | 5" с0$®"' -{-5 
^с05 в" | со; ®" 9 


объемлют какое угодно число перемещений и скоростей, так что, 
означив чрез 5 их мгновенное перемещение и скорость точки т относи- 
тельно какого-нибудь тела А„, чрез 5’ и ®'— мгновенное перемещение 
и скорость той же точки т относительно тела Д,, чрез 5" и 9" — 
перемещение и скорость тела А, относительно тела Ду и т. д.и, наконен, 
чрез 3") и ©} — перемещение и скорость тела А, откосительно А», 
найдем 
$56058 ==5' 05" -|- 5" с08 9" -|-... -|- $17) с08 в") 
96050 =7' 05’ |9” созв” |... 0} с08 в}, 


4, ®', ш",..., в") означают углы, составляемые перемещеннями $, 5', 
5",..., 3! с одним каким-нибудь направлением. Скорости 9’, 9",..., 
х!"; называются слагающими скоростями, а х — скоростью равнодей- 
ствующею. 

4. Определив отношение между равнодействующею скоростью и ее 
<лагающими, излишне будет рассматривать теда срединные, находящиеся 
между точкою и тем телом, к которому относим сию точку. Так, 
если скорость точки т относительно тела М есть ©, то я могу разло- 
жить ее на столько скоростей 91, 9, 7’, ..., сколько считаю нужным; 
но 7, ©, 9,..., Чтобы быть слагающими скорости ©, должны улов- 
летворять вышеупомянутому условию, т. е. чтобы сумма их проек- 
ций на какое-нибудь направление равнялась проекций © на то же 
направление. Напр., скорость ©`можно разложить на три скерести 
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9 03%, 9с0зр, ©с05%, которые суть проекцчи ® на оси координат 
{см. $ 1}: ибо проекция скорости © на какое ни есть направление равна 
сумме проекций скоростей т с0$1, 9 созв, 9 с03 + на то же направление. 

Впрочем, зависимость, находящаяся между равподействующею ско- 
ростью и ее слагающими, есть та же, какая находится между сторонами 
сомкнутого многоугольника. Посему мы не считаем нужным распро- 
страняться об этом более, а заметим только еще раз, что сложеняе 
и разложение скоростей, равно как и пространств, должны быть рас- 
сматриваемы как средство к вычислению и что было бы смешно 
приписывать им какую-либо действительность. 

5; Мы видели, что движение совершенно определено, когда нз- 
вестны направление н скорость его. Направление есть важная часть 
в движении; ово изображается касательною к описанной кривой в точке, 
в которой находится движущееся тело; зто же касается до скорости, 
то она служит к тому, чтобы находить, какая часть пространства пройдена 
з данное время, что окончательно определяет движение. Рассуждение 
о скорости полезно в том отношении, что часто легче бывает найти ско- 
рость, нежели прямо определить пройленное пространство посредством 
времени, употребленного на его прохождение. 

Теперь, когда известно отношение между пройденным простран- 
ством, временем, скоростью и слагающими скорости, мы покажем 
приложение всега этого на двух или трех простых примерах. 

Пример 1. Пусть точка обращается в элдипсе, и пусть ее раднус- 
вектор описывает около центра площади, пропорциональные временам, 
употребленным для описания оных; у 
найти скорость. й 

Взяв начало координат в центре эл- 
липса и означив чрез а и ф его полуося, 
будем иметь для уравнения эллипса р 
сверх сего, означая чрез с площадь, й 
описываемую в единицу времени радиу- Черт. +. 
сом-вектором движущейся точки, по- 
лучим с4 для площади, которую он опишет в мгновение 4; но та 
же самая поверхность, если принять, что точка обращается от о7 кох 
{черт.4), будет выражена чрез 4 у, следственно уйх—х4у==2е4г; 


а так как уравнение эллипса доставляет 


Бахах -|- уу =20, 
то 
Их==ую, Фу=— Мхе, 
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где есть величина неизвестная; но подставляя ееведичинув ух — хйу= 
==9с, найдем 


Калуа ть азс, 
следственно 
__ дей 
° — ай 
и 
4х __9еу 
ити, 
итак, скорость 
Че -- и 


"— 


ие. 


Пример 2. Точка т обращается около тела А по кругу с постоян- 
ною и данною скоростью @; тело же А само движется относительно 
тела В по прямой линии, находящейся в плоскости, описываемой 
лочкою т, с постоянною и данною скоростью $; найти движение 
точки и относительно тела В. 

Возьмем ось х в направлении движения тела А н означим чрез. 
хи у координаты точки т относительно В, чрез & и 1— координаты 
той же точки относительно А; координаты тела А относительно В 
(предполагая, что эти тела в начале движения имели одинаковое 
положение) будут ВЁ и 0; следственно 


х=Ы-Ё у 
но мы ‘имеем ат, 


1 озвачает радиус круга, описываемого точкою 1; посему 


44-94 =0, 
откуда 
%__ мо 
ЕТ 
вли 


и—ила, @п==—Ф жаь 


сделав для краткости = 


т ; интегрируя предыдущие уравнения, нахо- 
дим 


= СсозёР Озшиё ч==Рсоз и СЯв ть 


Си 0 суть постоявные произвольные. 
Пусть в начале движения, т. е. когда #=0, будет {=0 и ч==4, 
получим 


‘С=60 ВЕР, 


следовательно 
===/9щ и т==Рс03 ИЬ 
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посему 
х—и-- ть 
ий скорость движения 


ра 
= ая =Уз аа ав воз яё 


исключая # из  седующих | двух уравнений: 
х=--1 тив, усоз п 


получим уравнение кривой, описанной точкою т относительно тела В. 

6. Все, что мы говорили доселе, очень легко вытекает из понятий 
пространства и времени и присутствия материи; но в рассматривания 
движений есть истины, не столь очевидные, которые мы постараемся 
теперь изложить. 

Прежде всего можно предложить себе такой вопрос: что за причины 
или начала этого бесконечного разнообразия законов, которым сле- 
дуют движения? Для разрешения этого вопроса, мы сперва заметим, что 
какова бы ни была природа этих причин, они могут находиться только 
или в самом теле, которое движется вследствие их действия, или 
вне сего тела, где бы то ни было, в другом теле, например, или где- 
нибудь в пространстве. 

Причины, которые находятся в самом теле, должны составлять, 
если можно так выразиться, часть существования тела; их действия 
не должны зависеть нн от чего, что не принадлежит самому теду. 
Напротив того, причины или начала внешние будут оказывать своя 
действия независимо от свойства тела. Весьма важно рассмотреть 
отдельно действия причин внутренних и действия причин внешних, 
и это рассмотрение тем более необходимо, что без него мы не могли 
бы определнть действия одних тел на другие. 

Для того чтобы определять действие причин внутренних, нужно 
найти движение тела, предположив оное предоставленным самому себе, 
т. е. неподверженным никакому внешнему действию. Но так как раз- 
личные части тела могут взаимно на себя действовать и одни отно- 
сительно других быть внешними причинами движения, то нужно устра- 
вить этот род действия; для сего мы будем рассматривать одну только 
частицу или то, что мы назвали материальною точкою. Итак, вопрос 
состоят в том, чтобы найти движение матернальной точки, на которую 
ве обнаруживается никакого внешиего действия. 

Будем рассматривать материальную частицу, которую для краткости 
назовем через т, как свободную эт всякого постороннего действия. 
Чтобы судить о ее движении, нужно ее отнесть к какому-нибудь 
телу, которого положение известно, или к нам самим; но какое тело 
избрать для сего? Если изберем тело А, то точка пе будет иметь одно 
движение я другое, если отнесем ее к телу В. Но, очевидно, девиже- 
ные точки т, которое мы хотим узнать, должно быть одно н то же 
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в обоих случаях, так что замечаемое в нем различие надобно при- 
писать различным телам, а не точке 1. 

Итак, чтобы определить движение частицы т, зависящее соб- 
ственно от ее природы, нужно устранить не только всякое постороннее 
действие на т, но всякое соотношение сей точки с прочими предметами. 
Посему точку т надобно рассматривать так, как будто бы она одна 
существовала в абсолютном пространстве. И так как все другие пред- 
меты, наполняющие вселенную, не должны ни действовать на т, ни 
служить к определению положения сей точки, то, чтобы они не стесняли 
нашего воображения, гораздо лучше уничтожить их мысленно. 

Итак, частица т одна во всем пространстве; что ж будет тогда 
ее движение? До сих пор движение и покой какого-нибудь тела 
составляло у нас отношение положения его к другим предметам, 
а теперь эти предметы не существуют более или, по крайней мере, 
точка м не может быть относима к ним. 

Если бы покой и движение были только отношения положения тела 
к другим различным телам, то, уничтожив это отношение, мы не нмели 
бы ни покоя, ни движения, и тело, представляемое одиноким в про- 
странстве или, по крайней мере, вне всякого отношения с прочими 
предметами, не было бы ии в покое, ни в движении. Итак, мы при 
нуждены допустить, что, сверх покоя и движения, которые мы рас- 
сматривали доселе, есть еще другие, более существенные; последние 
не зависят от отношений, которые тела могут иметь между собою, 
и для различия от первых мы назовем их покоем и движением абсо- 
лютными. 

Материальная точка находится в совершенном покое, когда посто- 
янно сохраняет одно и то же место в абсолютном пространстве, 
и находится в движении, если переменяет свое абсолютное положение. 
Мы никогда не будем в состоявии судить © покое и движении абсо- 
дютном, ибо для сего нужно относить тело к абсолютному пространству, 
которого все части совершенно подобны между собою, и нам никоим 
образом невозможно будет отличить части пространства, пройденные 
телом от новых частей, которые оно займет, и, следовательно, нельзя 
будет знать, неременило ли оно свое место или нет. Впрочем, нам 
нужно рассматривать абсолютное движение только для того, чтобы 
основать на нем теорию движения, которая вытекает из одного только 
разума и, следовательно, нисколько не нуждается в помощи наблю- 
дения. От теории абсолютного двяжения, при помощи самых простых 
геометрических рассуждений, легко перейти к теории динжения отно- 
сительного, которая может быть поверена наблюдением и которая, 
следовательно, может служить поверкою, если угодно, теории дви- 
жения абсолютного, 

7. Возвратимся к частице т, которая находится одна во всем 
пространстве, или, если угодно, вве всякого отношения с другими 
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предметами: эта частица необходимо должна находиться в покое или, 
в движении. Посмотрим, какие будут следствия того и другого пред- 
положенвя; эти следствия, если справедливо будут выведены, могут 
быть, без сомнения, приложены к точке т. Сначала предположим, что она 
движется, т. е. предположим, что она переменяет свое место в абсо- 
лютвом пространстве. Чтоб перейти из одного места в другое сопре- 
дельное с ням, она примет известное направление, потом, продолжая 
свой путь, она удержит первое направление, ибо при совершенном 
подобни всех частей пространства нет причины, по которой бы тело 
могло переменить направление своего движения, уклонившись именно 
в эту сторону, а не в другую. Отсюда следует, что тело, предоставлен- 
ное самому себе, можег двигаться не иначе, как по прямой ливии. 

Ноложим, что, вследствие прямолинейного движения, в течение 
времени # тело пробегает пространство $; посмотрим, какое оно примет 
движение по окончаний времени &, когда уже пространство 5 будет 
пройдено? Во-первых, с ним не происходит никакой другой перемены, 
кроме перемещения в пространстве и времени, во-вторых, от этого 
перемещения его отношение с пространством и временем, единствен- 
ными существами, для него оставшимися, не изменяется, потому что 
тело не может ни приблизиться к пределам пространства, ни уда- 
литься от них, ибо пространство беспредельно во всех направлениях. 
Перемещение во времени ничего не значит для времени, нбо целая 
вечность сопровождает мгновение # и предшествует ему. 

Так как отношения тела к пространству и временн остаются один 
и те же в начале и в конце количеств зи # и как, сверх того, ничто не 
изменяется в его природе, то оно, без всякого сомнения, находится в 
одиих н тех же условиях как в начале, так и в конце пространства $ и вре- 
мени #; следовательно, в новый промежуток времени, равный 2, оно 
опять пробежит пространство 5 и, прошедши оное, будет находиться 
в тех же самых условиях, как и прежде, н пробежит снова про- 
странство $ во время # и т, д., и носколько время # берется какое угодно, 
10 тело будет описывать в равные времена равные пространства, т. ©, 
его’ движение будет однообразное. 

Если бы пространство $ было нуль, т. е. если бы тело в продол- 
жение какого-нибудь времени # оставалось в вокое, то оно осталось 
бы в том же положении ив другое время #1 потом опять во время # 
и т. д. вбесконечность; посему тело вне всякого посторониего дейстаяя 
или остается всегда в покое, или движется по прямой линии, опнсывая 
‚пространства, проиорннональные временем. Итак, тело, по своей с0б- 
ственной природе, свободное от всякого постороннего действия, остается 
в лекое или сохраняет данжевие прямолинейное и однообразное, если 
кто приметит хакое-нибуль двяжение переменное, то из сего надлежет 
заилющить, что тело подвержемо действию постороннему. Когда же 
какое-нибудь тело ивходится под ялияинем внешних сил, — говорят, 
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что оно находится не в естественном положении, что оно выведено из 
него действием этих сил, и, напротив, говорят, что тело находится 
в естественном состоянии, когда ничто на него не действует. Посему 
тело в естественном состоянии остается в покое или движется по 
прямой линии с постоянною скоростью, и, следовательно, о теле, нахо- 
дящемся в покое или имеющем прямолинейное и однообразное дви- 
жение, можем сказать, что оно находится в своем естественном ©о- 
жтоянии или что оно сохраняет свое состояние. Итак, сохранять свое 
хостояние значит для тела то же, что оставаться в покое или дви- 
таться по прямой линии с равною всегда скоростью, и, чтобы сохра- 
нение состояния телом относительно абсолютного пространства от- 
личить от покоя или прямолинейного и однообразного движения 
относительно других предметов, можно к слову „состояние“ присово- 
купить эпитет „абсолютный“ и говорить, что тело, свободное от всякого 
постороннего действия, сохраняет свое абсолютное состояние. 

Внрочем, выражение „сохранять свое абсолютное состояние“ мы 
вводим только для краткости речи, чтобы в немногих словах выразить 
то, что тело, предоставленное самому себе, необходимо должно или 
оставаться в покое, или двигаться с равною всегда скоростью по 
одному и тому же направлению. 

8. Мы доказали, что какая-нибудь частица материи, свободная от 
всякого постороннего действня, будет сохранять свое абсолютное 
состояние. Свойство материи, по которому происходит это сохранение, 
зазывают инерциею и говорят, что материя одарена инерциею, т. е. 
что она обладает свойством сохранять свое состояняе, и это свойство 
сть общее всем телам, ибо мы вывели оное, не упоминая, к какому 
роду тел принадлежит рассматриваемая нами частида т. Таким образом 
слово „инерция“, как выражение сохраняемости абсолютного состояния 
телом, введено только для краткости, вместо свойства. материи, по 
которому она сохраняет свое абсолютное состояние. 

Некоторые авторы инерцию материи почитают только следствием 
опыта: вичто не убеждает нас, говорят они, чтобы движение тела, 
предоставленного самому себе, не уменьшалось постепенно и, наконец, 
вовсе не исчезало. Посмотрим, может ли быть допущено подобное 
предположение. Во-первых, все согласны в том,что пространство и время 
не обнаруживают никакого действия на материю; следственно, если 
предположение верно, — должно приписать материи способность умень- 
шать постепенно свою’ скорость и совершенно уничтожать ее, т. е. 
„должно допустить, что покой есть естественное состояние тел и что 
они делают усилие возвратиться к нему. Но как представить себе, что 
тело старается прийти в такое состояние, в котором оно совершенно 
ничего для себя не выигрывает? И притом тело, будучи одно во всем 
пространстве, не может, если позволено так выразиться, знать даже 
‚м того, находятся ли оно в покое или в движении. 


ЛЕКЦИЯ Ш 
© действии вил вообще 


1. Силою (югсе, ризапсе) мы будем называть все то, что может 
произвесть перемену в абсолютном состоянии тела, так что состояние 
тела остается неизменным до тех пор, пока не начнут на него дей- 
ствовать одна или несколько сил. 

Образ действия сил, которым они изменяют состояние тела, нам 
совершенно неизвестен; мы видим и можем видеть одни только силою 
произведенные действия, которые состоят в том, что или скорость 
движущегося тела, или направление его движения, или то и другое 
вместе изменяются в каждое мгновение. 

Как скоро перестанут действовать на тело силы, то перестанет 
изменяться и его состояние; движение его сделается прямолинейным, 
единообразным, скорость 
же и направление сего 
движения будут те са- 5 
мые, какие были в то 
мгновение, когда силы 
прекратилисвое действие, `® 
и тело будет продол- Черт. 5. 
жать движение с этою 
скоростью и по этому направлению до тех пор, пока не начнут яа 
него действовать снова одна или несколько сил. 

2. Положим, что материальная точка описывает кривую ОЛВ {черт.5) 
и 410 во время 2 она перешла пространство ОА==5; если вообразим, 
что в А силы, ее нобуждающие, вдруг перестали действовать, то нана 
точка оставит кривую и будет продолжать движение по прямой АС, 
касательной к ОДВ в точке, непосредственно предшествующей точке А, 


50 скоростью =, соответствующей концу времени #. Двигаясь 


таким образом, точка в течение времени 8, пролекшего после окон- 
чания времени #, прошла бы пространство АС — 1%; но силы, продолжая 
действовать, заставят ее описать кривую линию и во время ® прийти 
яз Ав В, Движение по АС ныело бы место вследствие одной недей- 
ственности тела без всякой помощи сил; но пераход из Ав В, вообще 
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совершаемый с переменною скоростью, частью производится силами — 
мы говорим частью, ибо силы не побуждают точку двигаться из 
Ав В, они изменяют только ее движение, и точка, вместо того чтобы 
итти из Ав С, идет из А в В. Если для большей ясности представим 
воображаемое тело, движущееся по АС со скоростью 9, то движе- 
ние, производимое единственно силамн, будет относительное движение 
истинного тела по отношению к воображаемому. 

Без действия сил истинное и воображземое тело двигались бы 
вместе, но под влиянием беспрерывного действия сил они начинают 
отделяться уже в самом начале времени 6 и после первой его величины 
уже занимают два различные места. Если бы после первой величины 8 
силы прекратили свое действие, то истинное тело пошло бы по каса- 
тельной в точке А со скоростью 9-|- 4%, но силы, продолжая дей- 
ствовать, снова изменят скорость и направление движения материальной 
точки, и после второй величины 8 она не будет там, где находилась 
бы, если бы силы на нее не действовали. Когда силы последовательно 
в каждое мгновение изменяют движение тела, то действие их становится 
весьма сложным и весьма трудным к точному определению; но взявши 
действие сил только в течение бесконечно малого времени, мы увидим, 
что тогда истинное тело начнет только отделяться от воображаемого. 
и мгновенное действие их будет первая величина линии СВ. 

Этим мы не хотим сказать, что от побуждения сил точка описывает 
прямую, изображаемую первою величиною линии СВ, точка не идет 
по СВ, но движется ло направлению третьей стороны треугольника 
АВС, которого другие две стороны суть АС и ВС, и ее движение 
может быть рассматриваемо как совокупное следствие движения АС, 
зависящего от инерции тела, которое было бы единственным без 
действия сил, и движения, происходящего от 'одних сил, которое, 
в свою очередь, также былобы одно, если бы в точке А тело не имело 
никакой скорости. 

Первую величину линии СВ мы примем за меру действия сил в конце 
времени &, и впредь для краткости будем называть ее действием сил, 
хотя эта мера есть только условная. Мы не говорим, чтобы первая 
величина СВ была целью, к которой стремятся силы; мы не знаем 
ни их свойства, ни цели, мы только условились за меру их действия 
брать первое расстояние между местом, которое заняло бы тело по 
одной своей инерции, и тем, на которое поставили его силы. Без 
действия сил это расстояние, очевидно, не будет иметь никакой 
величины. 

Итак, действие сил, по прошествии времени {, измеряется первою 
величиною расстояния между положением, которое имело бы движу- 
щееся тело тогда, когда бы в конце времени { перестали на него дей- 
ствовать силы, и положением, которое оно занимает, подаергаясь. 
действию оных, 
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Так как для нас действие сил состоит в изменении абсолютного 
состояния материальной точки, то всего лучше, как мы уже согласились 
измерять это действие сил самою величиною изменения, и так как изме- 
нение состояния движимой точки соединяется с движением, которое 
бы имело место вследствие инерции, то необходимо обратить внима- 
ние и на направление сего прибавочного двяжения; это направление, 
очевидно, есть направление той же прямой, по которой происходит 
изменение действия инерции, так что СВ, представляющая действие 
силы, означает вместе и ее направление; и если для краткости мы будем 
говорить направление действия силы иля просто направление силы, то 
всегда надобно подразумевать направление линии СВ от Ск В. 

Величину СВ, включающую и длину и направление, называют условно 
„отклонением“. 

3. Выведем теперь алгебраическое выражение первой величины СВ, 
т. е. действия сил в конце времени #&, чтобы в одно время принять 
в рассуждение и количество и направление этого действия; мы опре- 
делим его проекцию на какую ни есть прямую. 

Из теории прямолинейных фигур известно, что проекция СВ равна 
сумме проекций всех элементов кривой АВ без проекции АС. Итак, 
означая через Х и ® углы, составляемые линиями СВ и АС с произ- 
вольною прямою, и чрез +(#-- 2) — косинус угла, составляемого с 
тою же ирямою элементом кривой АВ, соответствующим времени #-|- 2, 
средним между Ги #+8, получим 


зат @-+)—30созоб; 


для большей удобности мы заменили скорость © чрез =; можем также 
подставить $ (1) на место созе, ибо, полагая в %(#--2) время 2==0, 
мы попадаем на элемент, нмеющий направление по АС; итак, имеем. 


СВ соз^ 


СВ со = | ваза): 4; 
9 


это выражение справедливо для какой угодно величины 6, так что 
предыдущая величина СВ с0з» соответствует прямой СВ, рассматри- 
ваемой в отношении ко всем эпохам после времени #; чтобы перейтв 
к первой величине этой проекции, надобно принять $ за бесконечно 
малую, тогда получим 


е+ажера-—э@оах= 
$ 


# 4904 (0) (0605) 
Е Зин" ОИС ЗЫ 


Итак, для первой величины СВс0$^Х будем иметь следующее выра- 


жение: 
Ч {008 в) 
а 
>. 
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т. в. проекция отклонения на произвольную прямую равняется про- 
изводной проекции скорости, на то же направление, умножекной на 
половину квадрата бесконечио малого времени. 


Означая для большей ясности линию СВ, т. е. отклонение чрез 
ы 
РГ, имеем 


» и ® изображают, как и прежде, углы, составляемые прямою СВ с 
направлением силы в с касательною АС. Для краткости, согласно © 
принятым употреблением, мы дадим количеству Р название силы; но 
под этим названием всегда будем разуметь только отклонение, взятое 
два раза и разделенное на квадрат времени 9; действительно, имея 


„ 
СВЕР® ‚ мы находим Р= 2Св . 


Какие бы силы не действовали на тело последовательно одна за 
другой, количество их действия, очевидно, будет различаться между 


ы] 
собою только величиною Р; ибо в алгебраическом выражении РУ 


р # 
действия какой ни есть сизы множитель -> остается неизменным для 


всех сил, Откуда следует, что мы должны принимать за равные иди 
различные те силы, которые, отдельно действуя на одно или на два 
равных тела, доставляют раввые или разные величины для количества Р, 
приписывая слову силе то значение, которое мы дали ему выше, т.е. 
поставляя различие силы и действия з одном только множителе . 

Но з действии, т. е. „отклонении“, производимом силою, столько 
же необходимо рассматривать направление, сколько и самое количе- 
ство; две равные силы производят весьма различные отклонения, если 
они не согласуются в направлении. Разность, конечно, не будет со- 
стоять в количестве изменения абсолютного состояния тела, но в на- 
правлении этого изменения, Зная одну только длину отклонения, мы 
не могли бы указать места, которое займет тело вследствие этого 
отклонения. Это недоумение было бы в некотором, смысле еще чув- 
ствительнее, нежели тогда, когха бы, зная направление отклонения, 
мы не знали его количества, т. е. дливы. 

Мы заключим эту статью замечанием, на которое просим чита- 
теля обратить особенное внимание. Мы видели выше, что действие 
силы измеряется производимым ею отклонением, которое есть беско- 
нечно малая прямая линия и, что сила есть множитель Р алгебраиче- 


Г 
ского выражения Р-ъ’ длины этой линия; но по уничтожении мно- 


а 
жителя р оставшееся выражение может показаться зависящим от 


единицы, взятой для измерения времени, или, другими словами, можно 
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подумать, что силы зависят от времени. В рассуждении сего мы 
заметим, что времена попрежнему рассматриваются здесь как числа 
отвлеченные или как отношения к единице времени, 


Обозначим через Т абсолютную величину нашей единицы времени 


8\2 


р 
и заменим отклонение Ру чрез РТ (1) . Чтобы от отклонения, 


производимого силою, перейти к самой силе, нужно уничтожить в этом 


выражении множителя т | и так что величина силы будет РТ? или 
просто Р. ? 

Таким образом данное нами выражение какой ни есть силы должно 
быть умножено на квадрат единицы времени точно так же, как мы 
умножали выраженне скорости на первую степень единицы времени. 
Итак, если б кто захотел употребить другую меру времени, надобно 
принять во внимание это замечание ин не терять из виду единицу вре- 
мени, которая множит выражение силы. 

4, Некоторые авторы относят к самим причинам движения меры, 
которые мы допустили для их действий. По мнению сих писателей, 
причина пропорциональна действию; следовательно, отношение отклоне- 
ний одинаково с отношением сил, которые их производят. Но мы ду- 
маем, что, не зная свойства причнн движения, мы никак не можем из 
равенства или неравенства их действия заключать о равенстве или нера- 
венстве самих причин, и не только не говорим, что отношение сил 
одинаково с отношением их действий, но даже не утверждаем и того, 
чтобы силы были величины. Правда, что две силы, какого бы свойства 
ни были, могут быть приняты за равные, когда одна без всякой 
перемены в действни может быть заменена другою; но что будет 
значить сила ббльшая нли меньшая? В этом смысле две равные силы, 
конечно, произведут равные действия, если только будут действовать 
на одно и то же тело и при одинаковых обстоятельствах, но из 
равенства действий, производимых на то же тело и в том же состоянии, 
что можно вывести касательно самих причин? Производя одинаковые 
действия, силы могут различествовать в других отношениях, завасящих 
от их свойства. И если нам возразят, что силы надобно сравнивать 
по отношению к действиям, но сравнивать силы, а не действия, мы 
скажем, что нам невозможно допустить пропорциональность между 
действиями и силами, разве только действие это определено будет 
иначе, нежели у нас; ибо действие, по нашему определению, может 
так же хорошо зависеть от силы, как и от состояния движимой 
точки, т. е. от скорости и направления движения, которые она будет 
иметь вследствие своей инерции. Посему одна или две совершенно 
равные причины могут производить различные действия, потому что 
они изменят неодинаковым образом два различные состояния одного 
и того же тела, а потому, судя по действию так, как мы его опре- 
делили, мы могли бы принять за различные две силы равные или рас- 
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‹<матривать одну и ту же силу как отличную от самой себя и, напротив, 
могли бы почесть за равные две силы различные, если при действий 
на два различные состояния движущегося тела они бы изменили его 
на то же количество. 

Итак, если непременно нужно, чтоб мера действия была также 
мерою и причины, надобно взять для действия другую меру, а не 
ту, которую мы применяли, или отделить в ней то, что принадлежит 
<иле и что зависит от состояния тела; первая часть этой меры будет 
одинаково соответствовать и силе и действию; но такое изыскание 
не может составлять предмета механики, надобно его представить 
метафизикам. Нам нет надобности знать, соединяется ли сидха с со- 
стоянием теля для того, чтобы произвести свое действие; нам нужно 
определить положение побуждаемого тела; и мы полагаем, что к этой 
цели всего зучше ведет измерение действия силы в том смысле, какой 
мы ему дали. 

5. За произвольную прямую, на которую проектируется отклонение, 
можно взять прямую, которой направление непрерывно изменяется, 
напр. радиус-вектор движимого тела. Но тогда в дифференциале 


Ясон) надо считать, что изменение угла ® происходит только от 


изменения направления касательной, изменение же этого угла вслед- 
<твие перемены направления прямой проекции полагать рявным нулю. 
Нам бы хотелось, напр., определить проекцию силы Р на направление, 
которое имеет радиус-вектор г, в коние времени #. Означая чрез х, у, 2 
координаты тела для этой эпохи, получим 

__ ках уу ге _ г 

608% — 785 ой’ 

следовательно 9с9$ «-й р откуда выводим 

р— 4 <05 6} ве 

ГО Е 


— вывод совершенно неверный. Ошибка происходит от того, что мы 
изменяли ® не только но отношению к перемене положения каса- 
тельной, но и по отношению к перемене положения раднуса-вектора. 
Справедливо, что 


__ дах убу- 242 
ое" Зи 
и, следовательно, 
__ хх уу + 242 
и, 
х 
но не должно забывать, что количества >, >, = относятся к поло- 


жению раднуса-вектора и что, следовательно, при дифференцирования 
2с0$%® их должно рассматривать как постоянные, откуда получаем 


рг_ 4х к уфа 
— тан 


— 3 — 


илн, имея хах- уду-@===гаг, находим 


хх уфу кафе агфг 4 ФВ, 


и посему 


заходим 


« есть угол, составляемый касательною с прямою проекций; ® -+- 4® 
будет угол, составляемый следующею касательною с тою же прямою. 
Полагая, во-первых, что направление, на которое проектируется 


сила Р, нормально к касающейся плоскости, будем иметь от, 


®-— 4® следовательно 4 ==0, и посему 


5, 
РсозА==0, 


Это уравнение показывает, что направление силы находится в пло- 


<кости касания. 
Во-вторых, когда прямая проекций совпадает с касательною, получим 


Г: 
Роз = пр, 
1 означает угол, составляемый касательною с направлением силы Р. 


В-третьих, когда ирямая СВ сама есть прямая проекций, А будет 
равно 0; ® сделается равным 4 и мы получим 


СВ 
тат ё 


4 
подставив вместо Ро его величину Рсоз4, найдем 


й 
Е 


Рил/ 


41 есть, очевидно, угол касания; но он должен быть взят отрицательно, 
: 6 о 
чтобы Руш? было положительным; итак, —$=—, > озна- 


чает раднус кривизны; получится 


Рсоз/ ®, Рут 1-е, 


Р. ый у 


т.е. проекция силы на касательную есть ‚ следовательно снла соста- 

вляет с касательною острый или тупой угол, смотря по тому, увели- 

чивается или уменьшается скорость, далее проекция сизы на радиус 

кривизны есть =, ибо сила, находясь вместе с раднусом кривизны по 
р 


одну сторону касательной, составит с ним острый угол, которого зт 2 
будет с0з угла т, образуемого радиусом кривизны с силою, тах 


что Рэп /=Рс08 т = --, и наконец, вся сила Р выражается квадратным 


ИЕ: = 
корнем из суммы квадратов двух ее проекций Е и =, что, впрочем, 


есть следствие того, что сила находится в плоскости касания. 
Бели бы направление силы Р шло по касательной, то имели бы 


я 1 

$ ==0, или,р==ч., т.е. та часть кривой, где сила имеет направление по 
касательной, обратилась бы в прямую. Если бы, напротив, сила имела 
направление по радиусу кривизны, то е было бы равно 0, и, следова- 


тельно, скорость была бы постоянна, 
Выражение проекции Р на какую ни есть прямую можно 0свобо- 


Чо 
дить от +; для сего означим чрез 4 угол, составляемый прямою 


проекций с плоскостью касания, и чрез р-—угол, который образуется 
касательною с проекциею прямой на плоскость ‚касания, получим 


С05®==с0$4с08р и РсозА 4054 (2952) с0з1 с0$р. ре тр) . 
Легко заметить, что @р==-Н углу касания; итак, 


— СЫ А. 
Рсоз А == со 4 (дроовр-- 9" пр}; 


= стоит вместо +1; вместо +1, когда проекция прямой проекций на 
плоскость касания находится по одну сторону с радиусом кривизны, 
н вместо --№, когда имеем противный случай. Означив чрез 8 угол, 
составляемый прямою проекций с радиусом кривизны, и взяв во вни- 
мание, что с0$0==ес03 4 тр, получим 


р: Гы 
Роб == рсоз®-- 56086 


— выражение, которое прямо вытекает из того, что проекция Р на 
ое 
какую ыи есть прямую равна сумме проекций у; и р вату же прямую. 


4 ^ 


7. Найдем теперь проекцию силы Р на оси координат: означая 


чрез х, у, 2 координаты тела, для оси иксов имеем созо-= "и 


Е: 
ах ы 
7608 ®— :; следовательно, проекция силы на ось иксов будет ре 


4 
выссто х подставляя у, получим 92 для проекции силы на ось игреков 


#2 
# св для проекции силы на ось зетов. Посему вся сила выразится 
чрез 


шея ва ИВА 
Уи 


и ее направление составит с координатами углы, которых косинусы 
суть 
ву _ Е: 


› уве 


Проекцию силы на оси координат можно бы найти прямо, опре- 
деляя проекцию прямой СВ или, лучше, первой ее величины, эти 
проекции [для большего удобства делая х=/(0, у=/ (5, г=А (0 
очевидно, суть первые величины 


ах 4; 1: 
Декок ле +10, 
ох бу 4% Р на оси 
т.е. ат, ай, ан› Откуда заключаем, что проекции силы 
В, 
координат суть Ч, С, р если означим чрез }, в, » углы, соста- 


вляемые какою-нибудь прямою с осями координат, то проекция силы Р 
на ее направление будет 
ах оз + Фусозь + 205, 
ак 
илн, что одно и то же, 


2+ 42 


ах с05 += 
[459 
“| 


во 42 505-+ фубозр + 4205 
й 
торой идет теперь дело, т. е. 


есть проекция скорости 9 на прямую, о ко- 


ах соз® + бусоз р + 42505 > 
Часа усов к Чит 


Итак, 
4 (© с05ы} 
раб 


результат согласный с полученвым в $ 3. 


ЛЕКЦИЯ 1 


Иримеры определения енл 


1. В предыдущей лекции мы определили действие одной или многих 
сил, направленных на материальную точку. Нам нет дела до того, 
одна или несколько сил действуют на точку; я первом случае мы знаем 
действие одной силы, во втором —-знаем совокупное действие многих 
сил. Правда, в последнем случае можно бы спросить, какую часть 
совокупного действия производит каждая сида в отдельности. Но 
решение этого вопроса не относится к механике; оно зависит от свой- 
ства причин движения. Другое дело, если бы мы, зная отдельные 
действия многих сил, захотели определить их совокупное действие — 
это вопрос весьма важный, и мы впоследствии дадим полное его 
решение. Теперь изложим сперва, как из наблюдения движения опре- 
деляются силы, его производящие, и потом в следующей лекции 
покажем способ определять движение по данным силам. Можно бы 
предложить еще вопрос, как, не энвя вполне ни силы, ни движения, 
но только зная некоторые нх части, найти и то и другое? Здесь для 
полного определения силы и движения требуется знать, чтб должно 
ринадлежать силе и чтб-движению. Ниже встретятся примеры 
такого рода вонросов. 

2. Зная движение материальной точки, т. е. ее положение в каждое 
мгиовение, знаем также, насколько она подвигается вперед парал- 
лельно какой ни есть прямой в течение одного мгновения; вычитая 
пространство, пробегаемое точкою параллельно сей прямой вследствие 
инерции, получаем проекцию действия силы, а следовательно, и про- 
екнию самой силы на предложенную прямую. Для определения вели- 
чины п направления силы достаточно знать ее проекции на три прямые, 
которых положение дано и которые не находятся в одной плоскости. 
Но сей цели можно достигнуть прямее, помощью формул лекции 1. 
Покажем некоторые приложения сих формул. 

3. Какое-нибудь тело обращается в плоскости кривой линии, и радиус- 
вектор, проведенный из даиной точки, описывает около этой точки 
плошади, пропорциональные временам, употребленным для описания; 
найти силу, которая побуждает тело. 


— 43 — 


Во-первых, очевидно, что сила будет находиться в плоскости кри- 
вой; остается только определить величину и ее положение в сей пло- 
скости, или, что то же, определить проекции силы на две прямые, ле- 
жащие в плоскости орбиты. 

Означим через хиуу координаты тела относительно плоскости его 
орбиты, имеющие началом точку, около которой раднусами описываются 
площади, пропорциональные временам; пусть еще будет г радиус- 
вектор, р— угол, составляемый ны с осью х, и #—-время; проекции 
силы на раднус-вектор и ва прямую, перпендикулярную к сему радиусу, 


б : первая 
Улуг: пер хх + уу 
Ми" 


и вторая 
созаейх + созВу 


Е 
где « и В— углы, составляемые перпендикуляром к радиусу с осями 
координат и е==1. 


с0$8 50а __ 
Но как хс0за+ усозВ=0, то получим х — Тур, В оЗНа- 
чает 51, откуда со5В ==, со =—"*; итак, проекция на перпеч- 


дикуляр к радиусу-вектору будет 
п Верея =а® ре ; 
н0 хйу—уёх=4р есть двойная площадь, описанная радиусом г 
в течение времени 44 следовательно х бу — ух — ?4р==с@, и как 
— величина постоянная, то проекция па 4%) силы на перпен- 
дикуляр к радиусу-вектору обратится в нуль; откуда следует, что 
сила действует ло одному из двух направлений радиуса-вектора, т. е. 
„когда площади, описываемые радиусом-вектором сколо данной точки, 
пропорциональны временам, употребленным для их описания; изпра- 
вление силы проходит чрез ту же самую точку“, 
хх + уу 

Итак, напряжение силы приводится к ее проекция В о 
раднус-вектор, где е должно взять равным +, если радиус-вектор 
при своем начале составляет с радиусом кривизны острый угол, и 
равным —1, как скоро этот угол будет тупой, 

Но как х@х-+ уйу— „Аг, то дифференцируя получим 


хех убудет ай — а — гг —пар*, 
ет ; но Рар==сай, следова- 
Шер ой __ 


г с = _ ы И: 
лельно м сверх того, тар нар 
` #1 
#г 9 т} фр 2 #) 
@ я ам’ 


на 


и напряжение силы примет вид ® 
‚ получим 
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и, следовательно, напряжение силы обратится в 


Здесь а==-+1, когда радиус-вектор в направлении от начала координат 
к движущемуся телу составляет с радиусом кривизны острый угол; 

в противном же случае =а==—1. 
Если кривая, по которой обращается движимое тело, дана каким- 
ру 


т 
нибудь уравнением между ги р, то легко вывести величину —4д 


и сила выразится конечным образом, т. е. без помощи дифференциалов. 
В следующих статьях мы постараемся показать приложение формулы 


1 
ей “(1 1 
я арг "т на некоторых частных примерах, заставляя обра- 


щаться тело по самым простым кривым линиям различного рода. 
4. Материальная точка движется по кругу, и ее радиус-вектор опи- 
сывает около точки, данной внутри круга, площади, пропорциовальные 
временам; найти напряжение силы в каждое 
мгновение. 
Пусть будет (черт, 6) С центр круга, О— 
А в данная точка, около которой радиусами-векто- 
рами описываются площади, пропорциоваль- 
ные временам. Проведем диаметр: АОСВ и 
означим чрез а радиус круга, чрез $ — рас- 
Черт. 6. стояние ОС, чрез г— радиус-вектор ОМ и чрез 
рр— угол ВОМ. 
Направление силы нам известно, оно идет по линии МО от МкО; 
означая напряжение силы чрез Ю и положив, как и должно, коляче- 
ство е предыдущего члена равным —1, получим 


Остается только исключить пр посредством уравнения 


я = -нг — 26гсозр, 


доставляемого свойством круга. 
Сделаем: 21— и'-=л, Р-р, будет 


т 


ДРи=1— 26рсозр, 


дифференцируя, получим 


7 +5 е0=р 


или 
Эра р. 
ар Тело 


дифференцируя снова, найдем 


И и рсозр +- АИ ЗИ р 
о вы ах 
но 
26 созр-=1- ДА, Авер и рае — (1 — ЛИ; 
итак, 
Фр _в-е 
де ил № 
откуда 
46 За" 
ар >) Нине 
следовательно 


$ асе 
и 


чтобы определить постоянную с, означим чрез Г время полного обра- 
щения материальной точки; будет 2кай =сТ, следовательно 


я 


326 г 
ее 


Ю 


Если ф==а, то точка О будет находиться на окружности круга, и мы 


получим 
Заза” 


К= ТВ › 


если, напротив, #-—=0, имеем 
2—8 1 (2% 
=я== 2)” ы 
2ка 
#0 -р` есть скорость движущегося тела; назвав ее чрез 9, имеем 


^=”. 


5. Материальная точка обращается по эллипсу, и ее радиус-вектор 
описывает около центра эллииса площади, пропорциональные време“ 
нам; найти силу. 
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Приняв главные оси эллипса за оси координат, имеем 


ИР 


а п 8 представляют две оси эллипса, а р означает угол, составляемый 
радиусом / с осью иксов. Дифференцируя, получим 


т 4-м 5 6%Р 
ар & Уйсяркаяр” 


а сор ар. 
@5 (фт соера- азия р)! 


Е 1 1 М) сор ой р) + (собр + ай из р} 

ар" к а (62 со5? р + а тер)! 
И и 

{62 совер + аш р) а 


получим 


Таким образом действие снлы направлено к центру эллипса, и напря- 
жение ее пропорционально расстоянию тела от центра. Чтобы опре- 
делить с, должно интегрировать уравнение № 4р==64ё от #—0 до 
{-=Т, где Т изображает время целого обращения; получаем 


фпареаанав == СТ` 


ы 2: 
__ 2щаё 
==>, 
следовательно 
К. 
Г 


Если эллинс сделается кругом, — будет а==6=Г, и в то же время 
ка я 
скорость движения будег 1-==-т_, следовательно Ю==-„_, что 


найдено и в предыдущем члене. 

6. Материальная точка обращается по эллипсу, и ее радиус-вектор 
описывает около одвого из фокусов площади, пропорциональные 
временам; найти для каждого мгновения силу. 


Мы имеем р 
а [= :) 
Е , 


сверх того, по свойству эллинса, 


— @аа- 
РЕ 5р › 


где а изображает большую полуось, е — эксцентрицитет и р— угол, 
составляемый радиусом г с большою осью. 
Следовательно, получим 


или 


Т, как н в предыдущем члене, означает время полного обращения 
точки. Так же легко определить силу, которая заставляет тело 
описывать два другие конические сечения при том же условии, т. е. 
чтобы радиус-вектор описывал около их фокусов площади, пропор- 
виональные временам. 

Даля параболы найдем 


следовательно 


1 
“> 
ар 
для гиперболы будет 


ра 


следовательно 


Итак, материальная точка, которая вращается по коническому 
сечению и которой радиус-вектор эписывает около фокуса площади, 
пропорциональные временам, повянуется силе, действующей в напра- 
заении к фокусу и обратно пропорциональной квадрату расстояния 
двяжимого тела от фокуса. 
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7. Материальная точка движется по параболе, и квадрат ее ско- 
рости в каждой точке сей кривой пропорционален расстоянию ее от 
‘фокуеа; найти силу. 

В этом случае формула 


не может быть употреблена, ибо здесь нет точки, около которой 
радиус-вектор описывал бы площади, пропорциональные временам. 
Итак, надо определять силутпо общей формуле лекция Ш. 

Отнесем параболу к прямоугольным осям координат так, чтобы 
уравнение ее было у==4рх; означим чрез о скорость движущейся 
точки, чрез г ее расстояние от фокуса и през { — время, имеем 9 — ат, 
причем =— величина постоячная; проекции силы на оси координат 

@х Фу 


СУТЬ дн, в; будем искать эти проекции. Имеем убу=2раг и 


ау 4х ИЕ зу 87. — У 
24 ув Уз Уяж Уры+р % 


1 означает 1. 
Имеем 


следовательно 


откуда видим, что сала действует но направлению оси иксов и что 
ее напряжение везде одинаково и именно равно постоянному коли- 
честву =. 


ЛЕКЦИЯУ 
Примеры определения движения 


1. В предыдущей лекции мы показали примеры определения силы, 
предполагая движение тела известным из наблюдения. В этой лекции 
мы решим те же вопросы наоборот, т. е. зная силу для каждого 
мгновения, мы станем отыскивать движение, ею производимое. 

Так как действие силы всегда соединяется с движением, проис- 
ходящим от инерции тела, то это движение необходимо энать или 
в самом же начале действия силы, 
или в какое-либо другое мгновение, 
но в том и другом случае доста- 
точно знать его для одного только 
мгновения, чтобы при данной силе 
определить полное движение тела. 

Действительно, предроложим, что 
з какое ни есть мгновение 2 тело 
находится в Д (черт, 7) и что в это 
же время скорость и направление его 
известны; пусть первая выражается 
буквою 9, а второе — направлением 
линии АС. По прошествии мгнове- Черт. 7. 
ния 4 тело прошло бы простран- 
ство АС=ойЁ и находилось бы в С, если бы свлы на него не 
действовали. Но если Р представляет силу и АР— ее направление, — 
тело пробежит линию ДВ и будет находиться в В, прячем АВ есть третья 
сторона треугольника АВС, которого две другие стороны суть АС = 0 


и СВ= 2. › в, сверх того, СВ параллельна направлению АР силы в А. 


Изак, положение тела в мгновение #-+4# известно, и также легко 
для сего мгновения найтк его скорость. В самом деле, имеем 


ЯВ" ИС ФАС. ОВсоз АСВ СРнтае — оРсозаае +. Р*4, 
полагая угол САЕР==8. Извлекая корень, получим 


АВ оф Ро, 


4 Собр. сот, М. В. Острогражекого, т, 1, ч. 2 
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итак, скорость тела в В равна 9+ Рс0584, и ее направление есть 
направление зинии АВ. Таким же образом найдем положение тела, 
его скорость и направление движения в конце нового мгновения 4 
ит, д. 

Можно прямо найти скорость тела в точке В, нужно только, по 
началам лекции П, дать скоростям направление но АС и СВ, и таким 
образом скорости © и р4Ё найдутся непосредственно; получим 
в В=У9*-+- 20Рсоз 8 + РЁ скорость равную т = Рсоз ай. 

2. Легко заметить, что, сделав угол касания САВ=, получим 


АВ —9 с05%-- Рсо$ (8 — в). , 
откуда 
20+ Рс058 41 = 20 с03®--Рс0$ (6 — в) @ 
я 
20 (1 —505 0) =Р(с0$ (8 —«)—- 058) & 
или 


2 эт -5- Рут р — р 4; 


отбросив, как должно, количества бесконечно малые второго порядка, 
имеем 


98—=Ряп8 4 


: о кЯ 
Рё = _, 


р изображает раднус кривизны в А. В лекции Ш мы получили то же 
самое выражение Рут &. 

Хотя скорость в В может также выразиться чрез ©с05® + 
—Р 0$ (8 —в) 4, но тогда нельзя будет сравнивать предыдущее 
выражение с 9+ Рсоз84&, чтобы извлечь из него величину Рял&, 
160 9+Рс0$84 справедливо только для величин второго порядка. 
Пренебрегая величинами сего порядка, имеем 


9 с05в-+- Рсо$ ($ — в) == 9-+ Рсоз84#= 
—9-+-Рс0$ (8 в) 4, 


последнее выражение скорости в В весьма важио и впоследствии. 
много поможет нам, Очевидно, что 8—® есть угол, составляемый 
силою с направлением движения тела. 

3. Теперь определим положение тела в мгновение # — 4. Во-первых, 
ясно, что тело будет находиться на продолжении АБ прямой АС, 
ибо оно прошло бы последнюю линию, если бы сила и не действо- 
вала в точке А; следовательно, остается определить расстояние тела 
от точки А и его скорость в О. 

Пусть будет ОЕ ваправление силы в О, и — скорость в той же 
точке и 1— угол АБЕ; скорость в А будет н-+ Ч созта, Ч означает 


напряжение силы в 0); итак, #-+ 0с0$14{= 
Расстояние АД будет равным иаё-+ 9 с091—5 


точки О и скорость в этой точке известны. 
Чтобы найти направление движения, проведем прямую АС, парал- 
дав 
2 


и йо — 050$14. 
Итак, положение 


лельную к ОЕ и равную ; линия ОС покажет направление дви- 


жения в О; таким же образом перейдем к точке, предшествующей 0, 
ит. ДА посему, зная для одного мгновения состояние теза и силу, 
которая изменяет его движение, мы можем определить все обстоя. 
тельства, сопровождающие движение тела, означить описываемую им 
кривую и определить на ней его положение в данное время. Но 
знание состояния тела для данного мгновения необходимо, иначе 
когда знали бы одну только силу, мы ничего бы не нашли. 

4. Из всего этого видим, что определение движения тела по дан- 
ной силе и состоянию его в известное мгновение есть вопрос совер- 
шенно определенный; но также замечаем, что это определение требует 
операций, правда очень простых, но числом бесконечных, посему 
вопрос этот относится к трансцендентному анализу, т. е. к нитеграль- 
ному исчислению. 

Означим чрез х, у, 2 координаты тела, соответствующие времени 
ф и чрез Х, У, 2 — проекции силы на оси координат в конце времени 
{-- 4, пренебрегая @8; тело будет соответствовать координатам 


а 4, ав 4 а 
х- Миха, у-шу 5-, 2+ Е -)-, 


но в ту же эноху координаты тела будут 


ах ах &" 4 ве о ва ав 
ха, Уи сх, 2 и. 


Сравнив эти выражения, находим формулы 


2 
У в=А 


непосредственно найденные в лекции Ш. Интегрируя, определим 
состояние тела для каждого мгновения. 
Впрочем, три предыдущие формулы заключаются в уравнения 


доказанном в лекции И], которое дает отношение между проекциею 
силы на какую ни есть прямую и проекциею вариации движевия 
тела на ту же прямую. 

Вместо того чтобы отыскивать по способам лекции проекции 
салы на произвольную прямую, можно прямее достигнуть этой цели, 
определяя пространство, пробегаемое телом в течение времени & 

«. 
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в каком ни есть направлении, и вычитая из него то, которое будет 
пройдено в том же направлении вследствие одной инерции теда. 
Разность этих пространств выразит проекцию действия силы иа 


4 
требуемое направление, и по уничтожении множителя -5— получим 


проекцию той же силы. 
Положим, напр., что надо определить проекцию силы на радиус- 
вектор г. В конце времени #4 радиус обратится в 
г + ЕЕ ; 


тот же радиус, вследствие одной инерции тела, сделался бы 


а" г 
ра 


и пространство, пробегаемое по действию силы 


и сила, проектированная на радиус-вектор, будут иметь величиною 
тои 
а та р» 
что согласуется с показанным в лекции Ш. 
Мы предлагаем большее число примеров определения силы для 
того, чтобы приучить к ним наших читателей. Теперь решим не- 
сколько вопросов, в которых ищется 
А - в“ 84 874°- движение материальной точки при 
данном ее состоянии в известное 
мгновение и данной силе. 
5. Материальная точка находится в покое; на нее действует сила 
постоянная и по величине и по направлению; найти даижение тела. 
Пусть (черт. 8} О означает начальное положение тела, @-— напря- 
жение силы и прямая ОС — ее направление. 
(Сила, подействовав, заставит тело в течение мгновения 4 пройти 


пространство ОА, скорость тела в А будет 24 Без действия 
силы в следующее мгновение & тело пробежало бы пространство 
АВ = 24. 4Ё, по сила увеличит это пространство линиею 


Чери, 8. 


так что тело в течение времени #-+ 4 пройдет пространство 
АА ЯР ар ое В (нае 


и скорость его в А’ будет 2(4ё-+ 4). Сохраняя эту скорость тело 
без действия силы, по своей инерции, прошло бы прострянство 
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А’В' = 8 (@Ё+- аР) 4", сила его увеличит на и все пространство, 


которое пробежит тело в течение времени 4#-+ 4 +4", будет 


ен + ааа Ра — 
(нае 


и его скорость в А” будет равна 2(4-н аР-+-аЁ") и т. д. 

Из предыдущего видим, что в начале движения пробегаемые про- 
странства пропорциональны квадратам времен, а скорости — первым 
степеням времен; продолжая таким образом далее, легко увери- 
лись бы, что те же законы наблюдаются во все эпохи движения. 

Чтобы касательно сего не оставить никакого сомнения, мы дока- 
жем, что если пространства пропорциональны квадратам времен и 
скорости их первым стененям во время 4 то эта пропорциональ- 
вость будет также существовать и во время #4 Итак, положим, 
что пространство, пройденное во время # есть = и скорость в тече- 
ние мгновения 42 есть 26; с этою скоростью в течение 4 тело по 
своей инерция пробежало бы пространство 2#- 4, но действие силы 
увеличит его на аа, так что полное пространство, пройденное во 


время #41, будет равно 


ее. 14 Е ана, 
а приобретенная скорость равна будет 2(ё- @%. 

Предыдущее исчисление есть частвый случай того, что изложено 
было в $$ Ти 3. Но не должно думать, что это исчисление всегда 
будет удаваться так, как оно удалось в разрешенном нами случае. 
Читатель еще в начале предыдущего параграфа был об этом пред- 
уведомлен, и мы здесь снова повторим, что трансцендентные дей- 
ствия, требуемые для определения движения, очень редко сводятся на 
действия алгебраические. Итак, лучше производать их посредством 
интегрального исчисления; самое исчисление, впрочем, покажет, сво- 
дятся ли функция, от коих зависит движение, на количества алге- 
браические. В следующих примерах мы будем определять двяжение 
по законам интегрирования. р 


Означим чрез х пробегаемое пространство “5 и чрез © — скорость 
Еф; уравнения х=& и == доставляют, по. исключения времени, 
весьма простое отношение 91 ==2х между пространством, пробегаемым 
в какое ны есть время, и скоростью, приобретениою в течение того 
же времени от действия постоянной силы. 
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6. Материальная точка, имея начальную скорость, побуждается 
хилою, постоянною и по напряжению и по направлению; найти ее 
движение. 

Ясно, что тело будет описывать кривую, заключающуюся в пло- 
скости, проведенной чрез направление начального движения парал- 
‚дельно данному направлению силы. Возьмем в плоскости ось х, пер- 
пендикулярную к оси у, параллельной направлению силы; означая 


@х #: 
чрез & ее напряжение, будем иметь в ==0, рееы8 Е означает время, 
а { представляет +1. Должно взять е—=--1, если сила & действует 
10 положительной полуоси у, и =-=-—1 в противном случае, т. е. 


когда сила действует по отрицательной полуоси у. Примем за начало 
координат начальное положение тела и изберем положительные полу- 
оси Х и у таким образом, чтобы они составляли острый угол с напра- 
влением начального движения; пусть еще У означает скорость этого 
движения и #— угол, составляемый У с осью иксов; для #==0 будем 
иметь х=0, у=0- и 
фу 


— — 4х 4 в 
ан==0. ‘ци==ёу от #=0, находим д: = Исоза, „= Уи 487. Снова 


зе 
интегрируя то же от #=0, получам: х= Иёсоза, у= урзта-- 
откуда, исключив время &, будет 


= Узта. Интегрируя уравнения 


ВЫ 

Уха урок 

Юзначим чрез й пространство, которое бы во время # пробегала точка, 
не имевшая начальвой скорости, от действия силы 2; по предыдущему 

хе 

члену будем иметь У*==2ай, и отсюда щи ; уравнение 
между х и у есть уравиение параболы второй степени; откуда сле- 
дует, что материальная точка будет описывать параболу, которой 
элементы зависят от й и а. 

Мы займемся только исследованием того случая, когда «==— 1, 
потому что это есть случай весомого тела, брошенного в пустоте, 
косвенно к горизонту, а будет означать угол, составляемый начальною 
<коростью И с горизонтом, получим 


Узта— 81, Х— УЁсоз а 


—_ д 
2 У — Чао. 


Из этих уравнений видно, что х есть постоянно положительное и 


возрастающее, что у возрастает от начала движения до времени 
Узпа : 
#—`-; ; когда он сделается наибольшим п равным # $1 а, величина х, 


Ива 
8 


соответствующая той же эпохе, есть Аза; после # у будет 
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Уз 
уменьшаться и сделается нулем при #= 17%" 


‚ а величина х в эту 


эпоху будет равной 2 з1п 2; далее, у сделается отрицательным. Но 
если станем рассматривать движение весомого тела, брошенного на 
земной поверхности, то движение остановится, когда у сделается рав- 
вым нулю, а х-—2й 124, ибо тогда тело упадет на землю. Величина 
ЗА 1п 2а, изображающая расстояние от точки, с которой брошено тело, 
до той, в которую оно упало, называется дальностью полета (атрй- 
{ие 4 |е1), а наибольшая величина у, именно Я зн а — высотой полета 
(Пашенг 4 {е0. 

Вершина параболы у=х пе а о: 


ней точке этой кривой, имеющей координатами х= Из" а, у= зима; 
расстояние вершины до направляющей есть й соз* а, и направление сил 
имеет уравнением у=йсоз*а, фокус соответствует координатам 
Ха и у А (зи в — с03* 4), 

6. Скорость в какой ни есть точке кривой выражается чрез 


находится в самой верх- 


но #—у есть расстояние между точкою (х, у) параболы и ее напра- 
вляющею, или длина прямой между тою же точкою и фокусом. Откуда 
следует, что скорость движимого теда в какой ни есть точке есть 
та же, которую имело бы тело, пробежавшее, от действия силы = 
пространство г, равное расстоянию точки (х, у) до фокуса параболы; 
‹ледовательно, наименьшая скорость будет в вершине, где она гори- 
зонтальна, 

Мы убеждаем читателей исследовать другие подробности вопроса: 
определить, напр., угол « таким образом, чтобы тело, вылетая с дан- 
ною скоростью У, достигало определенной цели; также можно будет 


ив том, где И 


рассмотреть движение тела в частном случае У= 
произвольно, а е=:— 1. 

7. Тело побуждается силою, направленною к постоянному центру, 
и обратно пропорциональною квадрату расстояния от тела до центра; 
спрашивается, какую кривую опишет тело вследствие этой силы и дан- 
ного начального движения. 

Описываемая кривая необходимо будет заключаться в плоскости, 
проходящей чрез постоянный центр н направление первоначального 
движения. Вообще движение будет производиться по плоской кривой, 
если начальная скорость находится в плоскости, которой направление 
<илы всегда параллельно. 

Для определения кривой в ее плоскости означим чрез г расстояние 
движвмого тела до постоянного центра в конце времени &, чрез а — 
го начальное расстояние, и пусть будет Ё напряжение силы иа еди- 
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* 
нице расстояния от центра; тогда на расстоянии г сила будет»; она- 
то будет производить изменение в состоянии движимого тела, и чтобы 
Е 
определить это изменение, стоило бы только проекции силы „ наоси 
координат приравнять производным второго порядка от координат. 
Но чтобы приучить наших читателей к рассматриванию сил, мы упо- 
требим, вместо обыкновенных проекций на оси, другие. Так, можно 
сказать, сама собою представляется проекция на радиус-вектор, кото- 
й 
рая есть, очевидно, целая сила =, взятая со зваком (—). А как по 


я, 
а, 2 
$ 4 искомая проекция есть, вообще, и, то будем иметь 


т ай. 
— + 
Вторую проекцию возьмем по касательной, она будет ® “, и как эта 
проекция должна быть равна “, то получим 
40 __ И 
а 248 
или 
Ей 
==. 


Нет надобности рассматривать другие проекции, ибо для определения 
величины я направления силы достаточно двух, когда сила находится 
в данной плоскости. 

Означим чрез 9, начальную скорость; интегрирование уравнения 
оо =—А# доставит 
жа 


= — 
5 а :. 


Замечая, что уг -+ 4” — 4 (таг), уравнение, отнесенное к проекции 
силы на радиус-вектор, сделается 


ре 
а\я в, 


©, будучи произвольною постоянною, должна быть принята отрица- 
Е 
тельвою, потому что >, заменим ее чрез — с, и будем иметь 


4" со её 
бя: 


— 57 


Но если мы означим чрез @р угол, составляемый двумя последова- 


тельными радиусами-векторами, то получим а и, слело- 


мар 
и: 


в 
р) 

=; по извлечении корня будет р ==н, = 1. 

Должно взять в==-1, если мы хотим считать углы р в сторону ден- 


жения; итак, получим 


вательно, 


или, вставляя на место 4 его неличину ‚ выведен- 


у 


в ы 
ную из уравнения ур ==" ина, будем иметь 


в означает 1. 

Теперь определим постоянную с. Так как "р — сё, то с@Ё будет 
двойною площадью, описанною радиусом-вектором в течение времеви 
&, а эта площадь при всякой величине # остается тою же самою. 
Означив чрез а угол, составляемый с направлением начальной ско- 
рости с перпендикуляром на радиус-вектор, приняв его так, чтобы 
угол а был острый, получим площадь, описанную в первое мгновение 


2 гы 


{4} движения, равной а, и, следовательно, с=а9%, соза. 


Возвратимся к  хифференциальному уравнению между ги рн дадим 


РВ 
подкоренной величине вид. 9 -- ие — Се == ., и как 
р 2 Е : ви уе 
2 И ИЕ И . . 
И — озона (6) Ка” 


есть величина положительная, то положим 


р 


с 
сделаем ;— =—йс059, получим 


@р==е4, 
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Ё 
с 


интегрируя, найдем р ®==е2, чрез что —# 505 (р-|-%), и, на- 


конец, 


2 


Е: 


фто 


1- 


— полярное уравнение конического сечения, которого фокус в центре 
притяжения. 


ел 
Коническое сечение будет эллипс, когда ‘„<.1 парабола, если 


я ее < 

=, и гипербола при $ Заменяя эти условия чрез ==\ 
я о, м 

и вставив вместо 1* его величину 95° — “Не 


22 › найдем, что тело будет 


2 
описывать эллипс при В*— » <0, параболу, когда 9,*— 3. ==0, и ги- 


перболу, если 9—0, 


8. Если сила, вместо того чтобы быть в обратном отношении ква- 
драта расстояния, была бы пропорциональна какой-нибудь функции 
сего расстояния, тогда в дифференциальном уравнении задачи все-таки 
можно бы было отделить переменные; но описанная кривая была бы, 
вообще, трансцендентная. 

Означим чрез Ю напряжение силы, действие которой мы предпо- 
лагаем направленным к постоянному центру; А, следовательно, рас- 
сматриваем как функцию от г. Употребляя, как прежде, проекции А 
ва радиус-вектор и на касательную к кривой, получим 


г Гы 3 
о 


откуда 


Итак, 


и ат 


= +2 Вае. 


Для краткости означим [ва чрез А’, получим 
: 


атак , 
пе” + К"--9А'; 
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умножая на 274" и интегрируя, будем иметь 


п есче | юпа 4 [ Юга, 


но 


о етаект — [Чена ва ела 


; 
Фин —2 Юй - 2, 
2 


откуда видно, что с должно быть отрицательно; заменив его чрез — 2%, 


лолучим 
р 


— 
ви, 
- ; тар 
ноэ ре ($ 7), будем иметь ой 
пая с, 
откуда 
пар=еаЕ 


Уравнение фр =саЁ показывает, что площади, описываемые ра- 
диусом-вектором, пропорциональны временам, употребляемым на их 
описание, Откуда выходит, что всегда, когда сила направлена к посто- 
янному центру, радиус-вектор около этого центра описывает площади, 
пропорцаональные временам. Это предложение есть обратное дока- 
занного в $ 3 лекции Г\. 


2 | Юг, найдем 
В 


Фоединяя уравнение г? р = саЁ и т = 05° - 
Я и — 2( Юг — Е 
: 


и чрез это два отдельные уравнения: 


(где е представляет 1), из коих последнее выражает свойство опи- 
санной кривой. 


ЛЕКЦИЯ У 
Преобразование сил 


1. Все, что сказали мы в лекции Ш о действии сил и его нахо- 
ждении, основывается на одном лишь определении предмета, а потому 
полагаем, что читатели не встретили там ни малейшего затрудне- 
ния. Но предмет этот еще не вполне исчерпан; остаются еще важные 
вопросы, которыми мы теперь займемся. 

Заметим, во-первых, что какое бы ни было число сил, действую- 
щих на тело, мы не можем себе представить более одного образа их 
действия, которое, по предложению лекции Ш, доставит нам силу, 
могущую произвести это действие; поэтому мы можем сказать, что 
всякое число снл может замениться одною, способною произвести 
то же действие, как и все эти силы вместе. 

Сила, могущая заменить многие другие, называется нх равнодей- 
ствующею, а эти силы принимают название составляющих. Итак, ма- 
териальная точка будет движима равнодействующею точно так же, 
как всеми составляющими вместе, какое бы, впрочем, число их не 
было. Скажем более: легко понять —и мы это сейчас увидим, — что 
одна к та же равнодействующая может соответствовать многим раз- 
личным системам сил, потому что в лекции Ш мы не упомянули 
о числе сил, действующих на точку. Когда известно полное или общее 
действие нескольких сил, то нет никакой надобности знать число этих 
сил: все приводится к тому, чтоб определить, насколько и по какому 
направлению тело подвинулось по силе инерции материи и ло извест- 
ному общему действию сил; сколько же сил действовало при движе. 
нни, до этого нам нет никакой надобности. 

Но задача будет совсем другая, если мы не знаем общего дей- 
ствия сил, действующих совокупио на материальную точку; нам могут 
быть даны частные действия каждой из сил, и потребуется опреде- 
лить результат общего их действия. 

Пусть, напр., известно нам, что материальная точка подвержена 
двум силам и дано действие каждой из этих двух сил отдельно, т. е. 
нам известно, какое действие производит каждая из этих сил, если бы 
она была одна приложена к точке, в по этим данным требуется общее 
действие обеих сил, или, то все равно, действие их равнодействующей. 


— в 


Весьма понятно, что движение, происходящее от совокупного дей- 
<твия сил, вам неизвестно, потому что’зная это движение, мы бы звали 
и искомую равнодействующую, т. е. нам было бы дано то, что по 
зопросу нужно найти. Нам же, напротив, дается действие каждой 
составляющей, или, лучше сказать, дается каждая составляющая 
отдельно, и по этим данным требуется отыскать равнодействующую; 
другими словами: дано отклонение, которое произвела бы первая со- 
ставляющая, если бы одна действовала на точку, дано также отклоне- 
ние для второй, третьей, ...сил составляющих, и спрашивается, какое 
будет отклонение, когда все данные силы будут приложены к точке; 
это найденное отклонение, будучи удвоено и разделено на квадрат бес- 
конечно малого времени, определит нам искомую равнодействующую. 

2. Означим чрез х, у, 2, ... данные составляющие, и пусть А -— их 
иском ая равнодействующая. Отклонения, производимые силами х, у, 2. 


отдельно, выразятся чрез га ‚т, т, отклонение же равнодей- 


ствующей ® можно обозначить чрез Ю" уздесь 6 есть бесконечно малое 


время. 
[а хе у 
Отклонение А.,- будет неизвестным образом зависеть ото, 5, 


так что получим 


ее, \ 
Ку хз, УУ, 25, +. › 


тде ® представляет неизвестную функдию. Но с первого взгляда на 
предыдущее уравнение ясно, что Ф есть функция однородная, одного 


еее 
измерения относительно количеств * „У- 9» 2 р „ так что 
ве # те > 
ХУ, Уз, 20,... = 93% 5, &,...), 


следовательно 
ЮУ &..}; 

итак, равнодействующая А зависит от своих составляющих х, у, 2, 
& зависит от действий х 5, У 


точно так же как её действие К 
е 

25, . 

Чтоб не оставить ничего недосказанного для читателей, малозна- 

комых с теориею функций, мы, яснее докажем однородность функдии $. 


Переменяя в уравнении ю! я =9(хт >, у" 5,2 5, ...| величину 8 на 84, 


получим 


, И не 
Аз, Ут, з,.. 


откуда 


ее 
= ($, 55, #У 


В 9 Ы 
Ыб, 27 
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Очевидно, что равнодействующая Ю должна быть соединена 
с своими составляющими законом непрерывности, т.е. что функция А 
должна изменяться бесконечно мало в величине и направлении при 
бесконечно малом приращении как величин составляющих х, у, 2, ..- 
так и их направлений. Понятно также, что если введем в систему 
сил х, у, 2, ... новую силу Р’ или несколько сил р, 4,7, ...,— равно- 
действующая х, У, 2, ... ир, 4, /, ... будет в то же время и равно- 
действующею А ир, $, Г, ... 

Итак, функция Ю есть однородная функция от х, у, 2,.,. и при- 
том одного измерения; а по свойству таких функций мы имеем 


Е 
бе ву НЯ - 


в= 


Итак, чтоб отыскать Ю, стоит только определить производные 
в 8’ ок 
дх’ ду» 92° 
одно перемещение букв получить прочие, 


... Достаточно найти одну из них, чтобы потом чрез 


Для определевия р должно, очевидно, искать разность между 


равиодействующею 2(х-Р @х, у, 2,...} сил х-|- 4х, у, 2,... (из которых 
первая х--@х действует по направлению силы х, а по числу у, 2, ..- 
сохраняют прежние величины и направления) и равнодействующею 
3(х, у, 2,...), потому что 


Вах (х-+нах, У2,..)— 9%, 5 &,. 


Но стоит лишь немного рассмотреть существа задачи нашей, чтоб 
удостовериться, что нельзя далее сделать ни одного шага прежде, 
нежели определим, каким образом сила х--4х составляется из х. 
Необходимо знать, какую силу должно присоединить к х, чтобы по- 
лучить действие, которое производит сила х-+ @х. Этот вопрос есть 
только весьма частный случай задачи, которую мы решаем: в самом 
деле, нам теперь требуется рассмотреть только действие двух сил, 
имеющих одинаковое направление; мы разрешим этот вопрос в сле- 
дующей статье, но только возьмем его несколько общнее: найти равно- 
действующую стольких сил, сколько угодно, х, у, 2,... но вмеющих 
одинаковое направление. 

3. Очевидно, что равнодействующая должна иметь то же напра- 
вление, как и составляющие, потому что нет причины уклоняться ей 
более в ту, нежели в другую сторону; итак, дело идет об одном на- 
пряжении равнодействующ. Допустим сначала, что х, у, 2,... не 
зависят ни от скорости, ни от положения движимой точки, тогда я 


говорю, что как действие каждой из сил х, у,2,,.. суть = 5, 
#2 


7... ТО общее их действие выразится чрез (ху...) 


5% 
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ибо частные действия не имеют взаймного влияния: каждое действие 
производится независимо от других. 

Если какая-нибудь из сил, напр. х, проиграла или выиграла бы 
в своем действии от влияния других сил у, 2,...—-это значило бы, 
что силы зависят от положения или скорости движущейся точки, Но 
мы допустили противное, и потому каждая сила произведет свое дей- 
ствие, как бы она была одна в системе, а следовательно, общее дей- 


# м 
ствие будет, как мы сказали, (х+нуз-2-+...)». Но это действие мо- 


жет быть приписано одной силе х+у+2-+.., которая поэтому 
и будет равнодействующею сил х, у, 2,. 

Итак, равнодействующая скольких бы ни было сил, постоянных 
своею величиною и имеющих одинаковое направление, равна их сумме 
и действует по тому же направлению. 

Но если силы х, у, 2,... зависят каким бы то ни было образом 
от скорости и положения движимой точки, то и действия будут иметь 
влияние одно на другое, потому что каждая сила, изменяя скорость 
и положение точки, будет чрез то изменять и другие силы. Но легко 
увериться, что эти изменения в бесконечно малое время 8 будут бес- 
конечно малые порядка 6, тах что, принимая в рассужденяе только 

. бесконечно малые второго порядка, как то и должно делать, мы мо- 
жем рассматривать эти силы в мгновение 6 как постоянные, и потому 
составляющая их будет также равна сумме их. 

Положим теперь, что силы х, у, 2,... действуют, хотя и но одной 
прямой, но иные в одну, другие в противную сторону. По предыду- 
щему их можно привести к двум силам прямо-противным, из которых 
каждая, если х, у, 2,... ностоянны, произведет свое действие, как 
если бы она была олна в системе, ибо одна сила нисколько не мешает 
действию другой; потому общее их действие будет выражаться раз- 
ностью двух частных действий и будет ваправлено в сторону наи- 
большего из них. Но если силы х, у, 2,... переменны, то они будут 
иметь взаимное влияние, и, говоря строго, действне двух противных 
сил уже не будет разностью их частных действий; однако же, прене- 
брегая бесконечно малыми 63, как делали в лекции ПИ и как сейчас 
сделано для сил, одннаково направленных, удостоверимся, что равно- 
действие двух сил противных одинаково с разностью их частных 
действий. 

Сообразив все сказанное в этой статье, выводим: „Равнодействую- 
щая скольких бы то ни было сил, действующих по одной прямой, 
равна сумме сил, влекущих движимую точку в одну сторону, без 
суммы сил, влекущих ее в другую, полагая первую сумму больше 
последней“. Если бы случилось, что обе суммы равны, то действие 
сил х, у,2,... равнялось бы нулю, т. е. что первоначальное состояние 
движимой точки осталось бы неизменным, а потому точка пошла, бы 


— 64 — 


чю прямой линии с постоянною скоростью до тех пор, пока действую- 
щие силы перестанут взаимно уничтожаться. 

Итак, случается, что движущаяся точка, подверженная действию сил, 
может следовать закону своей инерции: это бывает, если все силы 
взаимно уничтожаются. 

Впрочем, случай двух сил равных и прямо-противных и все случаи, 
которые к этому приводятся, суть едииствевные, в которых действие 

инерции материи не переменяется. Если 

# бы, напр, нмели две силы, которых 

действия АВ, АС (черт. 9} составлялч 

бы взаимно угол, различный от двух 

в прямых (180), —их общее действие ни- 

я когда бы не обратилось в нуль. Чтобы 

«Черт. 9. понять это, введем силу АД, равную и 

противную АВ; равнодействующая трех 

хил АВ, АС, АР есть, очевидно, АС; но она могла бы быть и АБ, 

если бы предположили, что взаимное действие сил АВ и АС есть 

нуль. Итак, должно допустить, что действия АС и АД тождествен- 

ныа это ве иначе быть может, как если АС равна и прямо-про- 
тивна АВ. 

4. Обратимся теперь к уравнению 


Венок нах, 5,2, - 3(5, у, 2...) 

злесь силу х+4х мы можем рассматривать как составленную из 
двух сил х и 4х, а потому $(х-- ах, у, 2), которую назовем для крат- 
кости чрез Р, может быть рассматриваема как равнодействующая № 
я 4х. Отыщем эту равнодействующую. Но как предположение 4х 
бесконечно малым не упрощает вопроса, то заменим 4х конечною 
силою @ и займемся определением равнодействующей Р свл О и В. 

Очевидно, что сила Р должна быть в плоскости, проходящей чрез 
направление снлы Фи А, потому что нет причин уклоняться ей более 
з одну сторону, чем в другую. Но какое положение она будет иметь 
з плоскости ОВ? 

Все, что можно сказать с первого взгляда, это то, что Р никогда 
не пойдет ни по направлению силы 0, ви по Ю, ни даже по напра- 
влениям, прямо-противоположным действию этих сил, потому что 
если бы дали ей одно какое-либо из этих направлений, — увидели бы, 
что две силы, неодинаково направленные, производят одинаковое дей- 
хтвие, что, очевидно, нелепо. 

После этого я говорю, что направление силы Р должно всегда 
непременно находиться в угле, составляемом направлением сил © и Д, 
если докажем, что она находится в этом угле в каком-набудь случае; 
или если она в каком-нибудь случае находится вне этого угла, то 
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и во всяком другом случае должна быть вне оного, Невозможно, 
чтоб сида Р была в некоторых случаях в угле ОВ, а в других 
вне этого угла, Чтобы показать это, допустим, что для некото- 
рой величины О’и В" сил О и А и для известного угла Др 0’ 
сила Р находится в этом угле, а для другой величины сил Фи Ю 
и угла [7] разнодействующая Р не находится в угле; тогда, изменяя 
постепенно величины сил 0, А и градусы угла СЮ до того, пока 
они получат величины ©’ К’ и о равнодействующая Р должна 
будет при этом изменении переходить снаружи угла внутрь его, 
а потому при переходе совпадет с направлением одной из составляю- 
щих, что, как мы видели, невозможно. Итак, сила Р останется во всех 
случаях в угле ОА, если докажем, что она однажды в нем находится. 
Мы бы таким же образом могли вывести, что если равнодействующая 
для одного случая находится вне угла, то и для всех случаев должно 
быть то же; но это последнее предложение бесполезно для нашего 
предмета, тем более, что равнодействующая Р всегда будет в угле ое, 
ибо она в нем находится в случае, когда силы © и А равны и дей- 


8 
ствуют под углом ОЮ == т. В самом деле, две равные силы АВ, АС 


{черт. 10), составляющие взаимно угол ВАС= 3», имеют равнодей- 


ствующею силу АД, им равную и разделяющую угол ВАС пополам. Эта 
предложение выводится из того, 
что три силы АВ, АСи АР, равные 
между собою и составляющие 
взаимно равные углы ВАС, САЁ.и 
ЕАВ, взаимно уничтожаются, ибо Е 
в каком бы направлении ни пред- 
положили движение точки или 
перемену ее состоявия от дей- 
ствия сил АВ, АС, АР, найдем Черт. 10. 
множество других направлен 
<овершенно симметрических с избранным; и не будет никакой при- 
чины для точки принять то или другое направление движения. 

Итак, как сила Р находится в одном случае в угле ОК, то и во 
всех случаях она будет внутри угла двух составляющих. 

5. Назовем углы ОА, ОР, КР чрез а,6,®, получим а==б о; 
кроме того, если О, А из известны, то и Р, 8, ® будут определены, 
а потому получим: Р==9 (©, К, я), 8=9(0, Ю, <), «-=4(А, ©, а), где 
Зи ф суть две неизвестные функции, которые должно определить. 
„Для двух носледних мы употребили одинаковый знак ф для функций 
углов и ®, потому что один из этих углов получается чрез пере- 
мещение букв А и О в величине другого. 

Уравнения Р==Ф(0, Ю, а), 8—4 (0, А, а), о-=$(Ю, Ч, <) могут быть 
представлены в виде Р-=о(О, Ю, а), 9==/(Р, 8, а), Ю =, в, в); будем 


$ Собр. соч, М. В. Остроградского. т. Г, . 2 


в 


=---------2 
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рассматривать только два последние. Функции Х(Р, в, в), У(Р, ®, ч} 
должны быть однородные и одного измерения относительно перемен- 
ной Р, а потому ясно, что {(Р, 6, а)==Р 1(, а), У(Р, в, в) =Р Гб, а). 
Заменим для простоты функции /(9, с), /(®, а) функциями (6), (<), 
подразумевая однако же, что эти функции содержат и угол «, Мы 
получим 9 ==Р { (8) и Ю=Р [ (в). Таким же точно образом, как Р 
составлена из О и А, мы можем вообразить, что и О н А имеют каждая 
по две составляющие; означим составляющие силы (© чрез (’и О", 
а составляющие А чрез ©’ и А”; потом предположим, что силы @' и А” 
действуют по направленню силы Р, между тем как ("и К" составляют 
со свонмн равнодействующими @ я А: первая — угол 00" =8, а вто- 
рая — угол КВ"=о; вместо двух сил О и Ю, мы теперь имеем четыре. 
которые способны к тому же действию, как и первая. Эти силы суть 


©=970=%, д Ло), 99 Ло), 
ке Н9=% 


две цервые действуют по направлению Р, а две другие, между собою 
равные, составляют каждая угол а с равнодействующею Р; назовем 
чрез г равнодействующую этих двух последних сил, которая будет 
действовать по направлению Р нли прямо-иротивно, смотря по тому, 


будет дн угол а менее или более 5; мы получим РЕ’ А" у— 


+ 
= > —=0 знак (+) имеем в случае «<>, а знан (—) будет 


« 
в случае «>5 - Так как сила ^ есть равнодействующая двух равных 
сил 9" и В", из коих каждая равна “и, то в случае «<: мы 
получим Бы == (1), а в случае “>= будет 


ры 


в 0-- а-- 
следовательно Р= (-А*-- #5. ‚ когда «<= 2$ 


Ро ®— то 5, #15; 


Е (@) означает — во что обращается / (6), когда 6 перемевится в а; оши- 
бочно было бы, если бы (8) просто переменная на / (<), потому что 


1 (8) содержит уже а. Полагая для удобности +9 =2 2(а), получим 
== + +24 (а), когда «<> 
Рая д ®—20А $), , ат. 
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Все теперь приведено к тому, чтоб отыскать о (о), и, очевидно, стоит 
только определить ее для величин, ие превышающих 5. 


Означим для краткости @"=А" == Е чрез 4; получим; г=24 в (а). 


Функция $(4) для крайних величин о, т, е. для а=0 и я=®., легко 
ы н 


определится. В самом деле, при «-=0 две составляющие совмещаются, 
и их равнодействующая г обращается в 24; во она выражается и чрез. 


24 2(0), следовательно $(0)=1. Для &=-у должно иметь г==0, что 


дает Ф Е) =0, 
6. Чтобы определить функцию $(а) для промежуточных величин 


между Он 5, означим чрез АВ, АС (черт. 
11} две составляющие 4, чрез АД — равно- 
действующую г и сделаем ВАР=ДАС-=а; 
потом разложим силу АВ=4 на две силы 
АВ’ и АВ", равные и составляющие углы 
В'АВ=ВАВ" == 44, и сделаем то же с сн- 
лою АС; если, кроме того, назовем силы 
АВ'-— АВ" = АС'— АС" каждую чрез букву р, 
то получим 


== 203 (4) 
и потом 
= ре (ад (44). Черт, 1. 


С другой стороны, мы можем рассматривать г как равнодействующую 
четырех сил р, что дает 


2 ра (а-- да) + 2ро (в — 4<), 


носему 
ва) -нз@— 42 26) +(4) 
или 
2-го" в) а" 2 (6) (4), 
откуда 


21 — = (4) 
6) 


Но как 9(4)=1 +2’ (0) ан" (0) е- ‚то должно, чтоб з' (0) была нуль, 


1—9) 299 — 


иначе — чз 8", по- 


сделается бесконечным. Называя 
лучим 

"@+а+@®=0, 
откуда, интегрируя, 
$ (6) = Асозаа-+ Взтаа, 
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Ав В суть произвольные постоянные интеграла, Полагая « ==0, должно 
получить $ (0)=1, следовательно А далее, так как $'’(а) = 
Ааз1я аа-+ Васозаа и как $' (0)—=0, то В==0; итак, 


$ (а) = 0$ аа. 


® а 
Но мы должны еще удовлетворить условию +2) =0; чтоб 603 5 


был нуль, нужно, чтоб а было нечетное; итак, а==2и +1, где п есть 
целое или нуль. Я говорю, что и должно быть 0, ибо в противном случае 


1 
я +т И ИЗ этого мы вывели бы, что 
две наши силы взаимно уничтожаются, чего, как мы видели, быть 
не может; итак и =0, а потому 


> (@) обратилась бы в 0 при в 


$ (2) =с03х, 
следственно 
Р1— 0%-+ © +200 соза для «<: 
ра 0+ № — 26003 (к — в) дляа> у, 
но как с03 (= — <) = —с0$а, мы колучим, при каком бы то ни было а, 


я 
большем или меньшем -- 


Р—= 0 +200 059. 


7. Читатель помнит, что Ю есть равнодействующая сил х, у,2,..., 
что Р есть то, во что обращается Ю, когда прибавится к системе еще 
сила © по направлению х; угол « составляет сила Ю сх. Как 

&Р __@, 
Рези-+®, у, =, ...), —мы, очевидно, получим ад ЧР но уравнение 
В: = + №--20Ю соза дает 
ар 
Рад О-+ В соза, 
нли, что все равно, 
4Р , 
Ра;-=9-Юсоз АХ. 


Полагая 9=0, сила Р обратится в Ю, и мы получим 
а >. 
Е2603 Ах. 


Итак, проязводная А относительно х равна косинусу угла, заклю- 


чающегося между А и х. Таким же образом найдем, что производные 
ак ак 
4у› а › --. Равны, соответственно, косинусам углов сил у, =, ... сравно- 


действующею, так что получим 


ЧА = соз АХ 


и потому 
Ю=хсоз Ах усоз Ву 2К2-+..., 


т. е. сумма проекций составляющих на равнодействующую выражает 
величину равнодействующей. 

Теперь введем в систему две силы © и А’, из которых первая про- 
извольна в величине и направлении, а вторая равна и противиа А, 

Очевидно, что система сил О, А, х,у,2,..., или, что все равно, 
система ©, К’,  приведется к одной силе ©; и если я означу чрез $ 
равнодействующую О и А’, —силу @ можно рассматривать или как 
равнодействующую $ и А или как равнодействующую $ и свл х, У, 2,...; 
итак, получим, наконец, 


9 = 50850 + Я соз Ко 
9—= 5608509 х с05 х9-+у 60570 +260829+..., 


откуда 
Юсоз Кд — хс0зх0--у саз уд 2 сов 20 


Так как направление © произвольно, — углы 
К@, х0, У, =,... 


будут углы, составляемые равнодействующею и составляющими с какою 
ни есть прямою. Если мы означим эти углы чрез А, а, Р,с,..., получим 


Юсоз А==хс0за-нусозр--26086-..., 


т.е. „проекция равиодействующей на какую ни есть прямую равна 
сумме проекций составляющих на эту прямую“. Это предложение 
заключает в себе всю теорию сложения и разложения сил; мы сделаем 
некоторые приложения. 

8. Силы слагаются как движения н скорости. Каждая сила произ- 
водит свое действие, как бы она была одна в системе, т, е. не изме- 
няясь от влияния других сил. 

Чтобы отыскать геометрически действие многих сил на точку, стоит 
откладывать их частные действия одно от другого, не переменяя вх 
направления и величины, и когда доствгли последнего действия, то 
выражение общего действия их будет выражение прямой, соединяющей 
положение точки, соответствующее инерции, с прямой, выражающей 
последнее действие. Итак, общее действие выражается последнею 
стороною многоугольника, которого стороны равны и параллельны 
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частным действиям. Порядок, в котором должно брать частные дей- 
ствия, совершенно произволен; можно начать и окончить каким угодно; 
сказанная последняя сторона остается всегда неизменною и в величине 
своей и в направлении. у 

Алгебраическое выражение хс0$ [:23 —=ус0$ Юу-+- 2с03 В+... . рав- 
нодействующей заключает в себе углы А, Ву, В, В которые 
неизвестны, потому что неизвестно направление равнодействующей А. 
Чтоб исключить углы, умножим уравнение А==х с03 Ах-+-у с05 ВУ-= . 
на Ю и заметим, что количества А с03 Х, Юсо$ ву, ... можно заменить 
х-- усов Ху +2605 42-..., хс0зХу-у+-260у2-Н.,., 0$ 2 
у с0зуг-+=-+..., потому что это — проекция силы А на направлевия 
составляющих Х, у, 2, ...; итак, получим 


у. 


Эта величина А* зависит только от известных количеств; составляющие 
х,у,2, ... и их взаимное положение должны быть даны. Зная КЮ, 
получим чрез одно дифференцирование косинусы углов; в самом деле, 


ав 


Му. +2 хусоз ху 2х2 соз хе + уг соз УЕ 


усов асе 
в 


озу усн... 


05 = убок у 


Но равнодействующая определяется гораздо легче посредством се 
проекций, и величины с0$ К, соз Ку, с0$ 2, непосредственно, 
так сказать, даны чрез проекции Ю на силы х, у,2, ...; так, напр., 


Юс0з Ах есть проекция силы А ва направление х, а потому! по преды- 
душему положению 


Всоз Ия х-ь усов ху--2соз де -+. ..» 
откуда 


Хх усо ху + 20+. 


соз Их 


Что касается до равнодействующей, достаточно знать ее проекции 
на три прямые, находящиеся в одной плоскости, чтоб определить ее 
величину и направление; а как проекции равнодействующей находятся 
чрез простейшее алгебранческое действие — сложение, 10 это выраже- 
ние представляет большую выгоду для практических вычислений, осо- 
бенно, когда дано бесконечно большое число составляющих. Мы 
увидим такой пример в следующей лекции. 

Чтобы облегчить, сколько возможно, вычисление, можно три выше- 
сказанные прямые взять взаимно перпендикулярнымя. Назовем чрез 


п - 


Х, У, 2 суммы проекций всех составляющих на каждую из этих трех 
прямых, а чрез А, В, С— углы, составляемые равнодействующею © 
< этими линиями; тогда 


®созА==Х 


откуда 


и, следовательно, 


Эти формулы весьма просто выражают равиодействующую посредством 
ее трех проекций Х, Г, 2 на три взаимно перпендякулярные оси коор- 
диват. Мы просим читателя их запомнять, потому что ояи часто будут 
нами употребляемы впоследствия. 

Мы будем также иногда иметь нужду в следующем предложевии, 
которое легко доказать: „если все силы х, у, 2, ... будут проектиро- 
ваны на какую-нибудь плоскость, то равнодействующая этих проекций 
будет по величине и направлению выражаться проекциею равнодей- 
ствующей ВЮ на эту плоскость", Можно подобным образом выразить 
и общее наше предложение, показывающее зависимость между равио- 
действующею и ее составляющими; в самом деле, можно сказать, 
что „равнодействующая проекций всех сил“ х, у,2,... на какую- 
нибудь прямую равна проекции на эту же прямую равнодействующей 
этнх сил. Итак, вообще „равнодействующая проекций сил“ х, у, 2, ... 
на какую-нибудь прямую или плоскость равна проекции равнодей- 
ствующей А „на ту же прямую или на ту же плоскость“, 

9. В этом параграфе мы намерены привести некоторые предло- 
жения относительно частных случаев составления снл, наиболее встре- 
чающихся, 

Во-первых, очевидно, что если все силы х,у,2, ... находятся 
з одной плоскости, то и равнодействующая их А будет также в этой 
плоскости, 

Во-первых, определим равнодействующую двух сил х и у; для сего 
означим углы Ху, Юх, Ку чрез а, а, Б и проектируем силы х, у, ® 
сначала на перпендикуляр к силе х, а потом на перпенднкуляр к силе У, 
мы получим 

Юзшб==ХЗШа 
В зпа==уз *, 
откуда 


Эти уравнения, соединенные с следующим: @+6—4, определяют Ю 
и углы ак 6. Впрочем, можно к этому прибавить и уравнение 


жж -- у +-2хусоза. 
Предноложим, что равиодействующая &=0, мы получим 
духу соза=0; 


НО С086=26052 > —1, следовательно 


у — оху лу сой т, пли (х— у -+-4ху со 


это уравнение не иначе имеет место, как предполагая (х—у)=0 
и 60585 =0, откуда выводим у==х, в==л, т, е. что силы Х и у равны 


и прямо-противны. 
Положим еще, что требуется найти равнодействующую трех сил 
х, у, г, вванмно перпендикулярных. Как в этом случае 


с0$ Ху==0, 60$ 2—0, сову==0, 
то из общей формулы выведется 
вым, 
ак ав ав х к, 
но так как ах, цу, п; СУТЬ косивусы углов Юх, Ку, Юг, то, диффе- 


ренцируя, получвм 


10. Оковним эту лекцию несколькими словами о разложении сил. 
Так как этот предмет не представляет ни малейшей трудности, то мы 
ограничимся здесь только общими предложениямв, не вдаваясь в част- 
ности. 

Все случаи, какие могут встретиться относительно сложения н раз- 
ложения сил, заключаются в следующем общем предложении, которое 
легко понять: „Система сил х,у,2, ... всегда может быть заменена 
другою системою р, 4, 7, ..., если только сумма проекций сил х, у, 2, .. 
за какую-нибудь прямую равна сумме проекций сил р, 4, 7,... на ту 
же прямую“. 


— 13 — 


„Разложить силу на несколько других“ — есть вопрос неопределен- 
ный; чтоб сделать его определенным, должно дать величины и напра- 
вления всех составляющих, кроме одной, так что предметом вопроса 
будет только одна составляющая, которая легко и определится помощью 
отношений, выведенных в предыдущих статьях. 

Положим, что требуется разложить силу АЮ на составляющие 
Х, ,2,..., #, из которых все известны, кроме и. Спрашиваются вели- 
чана и направление силы и, Мы имеем 


Ану... нм 
= 2ху со; ху -- 2х2 с05 ла-+ 2у2 05 уг 
= 2 (х соз хи -- усоз уи-чнасозаи-+ : 


дифференцируя относительно и, получим 


Юсоз Ки 


следовательно 


==и- с03 ХИН ус08 уи-+н2соз2и-+..., 


о 


+ 2ху соз Ху 2х2 605 ХЕ 29 соз уе... +-2Юис0$ КИ. 
Но 
В=исоз Ки хсоз Кх-+усоз Ку+-2505 Е-- 


следовательно, исключая и соз Юй, мы получим 
вин... 
= 2ху созху-+- 2х2 605 ха 2уг сз у-н. .. 
3Юх соз Кх 2усоз Ву— 2Ю2с0$ 2 —...; 


итак, и известно; потом мы будем иметь 


с0з Ви Дес В усе бу е ... Е 
соз хи Всз ВУ ре р 
созуй Во квн уве: _# 
608 21 ЕЕК “. 


Итак, силу и можно рассматривать как равнодействующую силы К 
в сил, соответственно равных Л, у, 2, ..., Но прямо-противных, 910, 
зирочем, можно было и предвидеть. 


ЛЕКЦИЯ УИ 
Ускорительная сила, масса, двяжущая енла 


1. Пред этим мы решили вопрос величайшей важности: без него 
механика была бы только наукою наблюдений или, по большей мере, 
частью анализа вероятностей. Объясним это. 

Получая понятие о силах по действиям, ими производимым, мы не- 
обходимо должны знать действие, чтобы определить силу. Сила же 
сама нам нужна только для определения ее действяя. Из этого, пови- 
димому, следует, что познание действий сил или законов движения 
может быть приобретено только из наблюдения, что, следовательно, 
рассматривание сил бесполезно и что механика может итти только 
путем опыта, так что все, что она может сделать, это привести в си- 
стему искусство наблюдать движения, т. е. дать для сего правильные 
методы. Нам могут возразить, что сходство многих явлений между 
собою заставит нас принять причиною какого-нибудь движения силу 
определенную, что нам нужно будет только вычислить по этой силе 
законы движения и сличить их с наблюдением, чтобы видеть, можно 
ли ее принять за истинную предполагаемую силу; если нет, то нам 
должно предположить другую, поступить с нею так же, как и с пер- 
вою, и продолжать до тех пор, пока не найдется сила, согласная 
с наблюдаемым движением. Наш ответ был бы: чтобы со всею стро- 
гостью увериться в точности сделанной нами гипотезы касательно ве- 
личины и направления силы, надобно бы было из наблюдений знать 
уже законы движения, без чего возможно ля бы было узнать, согла- 
суется ли движение, вычисленное нами по предполагаемой силе, с тем, 
которое наблюдаем. Для удостоверения в этом надобно, чтобы вычн- 
сления и наблюдения в каждое мгновение согласовались между с0- 
бою в означении положения движимого тела; следственно, надлежало 
бы знать по наблюдению положение движимого тела в каждое мгно- 
вение; но тогда предполагаемая сила сделается бесполезиою, потому 
что можно бы было найти нстинную; но я эта излишяя, потому что 
она была нужна только для определения движения, а движение из- 
вестио. Итак, мы возвратились к первому нашему заключению, т. е. что 
механика не может показать нам ничего, чего бы яе могло показать 
наблюдение. 
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Нам могли бы еще возразить, что нет надобности знать по наблю- 
дению законы движения, чтобы удостовериться в ложности гипотезы 
нли чтобы приобрести для ее точности столь большую вероятность, 
какую пожелаем, для этого в определенные эпохи надлежит наблю- 
дать некоторые положения движимого тела или, если необходимо, то 
и большее число положений и эти положения сравнить с теми, кото- 
рые выходят по предполагаемой силе, Если все замеченные положе- 
ния согласны с полученными но вычислению, то точность гипотезы 
лриобретает большую степень вероятности. Увеличивая число испы- 
таний, легко можно дойти до величайшей вероятности в продолжение 
весьма короткого времени, напр. минуты. 

Так поступают геометры и астрономы в теории системы мира, так 
мы дошли до того, что отвергаем и малейшее сомнение о законе все- 
общего тяготения. 

Однакож должно согласиться, что если б механика не имела других 
средств для исследования, кроме предполагаемых сил, тогда ее при- 
яложения были бы только вероятны, и чтобы узнать стедени их вероят- 
ности должно было бы подвергнуть их анализу вероятностей, словом, 
механика сделалась бы наукою, основанною на догадках. 

Но это совсем иначе, Помощью начал предыдущего урока механика 
‚может открывать законы движения а рНог!, т. е, не соображаясь с наблю- 
декиями, или, говоря точнее, механика может открыть законы одного 
движения, зная но наблюдению законы других движений, Вот в чем 
дело. 

Мы имеем несколько сил, изменяющих абсолютное состояние тела, 
их действие очень сложно, наблюдать его затруднительно, но можно 
обойтись без наблюдения этого действия, когда будет известно, что 
произведет каждая сила, действуя отдельно. Теперь мы найдем дей- 
ствие каждой силы, заставляя ее действовать отдельно и при обстоя- 
тельствах, удобных для наблюдения. Зная частное действие каждой 
силы, узнаем по предыдущей лекции и действие равнодействующей; 
следовательно, вопрос приводится к вычислению, результаты кото- 
рого покажут законы движения ири каковом ни есть числе сил. 

Относительно определения сил, хотя и очевидно, что его невоз- 
можно произвести а рНой, а необходимо прибегнуть к наблюдению, 
но, с другой стороны, весьма натурально думать, что, допуская дей- 
ствовать каждую силу в отдельности, мы должны встретить действия 
простые и легкие к наблюдению; между тем, если бы допустили дей- 
ствовать все силы вдруг, то они взаимно изменяли бы свое действие, 
и оно сделалось бы весьма многосложно, так что весьма трудно, даже 
невозможно, было бы его и наблюдать. Если однажды, по наблюде- 
нию, определяли величину нескольких сил, то, очевидно, можно до- 
вольствоваться одним вычислением всякий раз, когда участвуют одни 
определенные уже силы. Таким образом определяют действие притя- 
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тательной силы на движущееся тело при каком ни есть числе при- 
тягивающих тел. Из этого можно видеть важность предметов, рас- 
смотренных нами в предыдущей лекции; помощью начал, изложенных 
в этой лекции, мы были в состоянии удержать рациональность меха- 
ники и достоверность ее способов. Теперь приступим к другим рас- 
суждениям. 

2. Действие силы познается не иначе, как ваблюдая изменение, ею 
проязводниое в движении матернальной точки, или разлагая ее на 
несколько сил, действие которых наблюдают, допуская их попеременно 
действовать в отдельности. Но одна и та же сила произведет ли 
одинаковое действие на все движущиеся тела? Если нет, то накое 
движущееся тело надобно взять для измерения сил? 

Мы могли бы обойтись без решения этих вопросов, если бы рас- 
сматривали движение одной только точки, потому что стояло бы 
только измерять силы теми действиямя, которые они произведут на эту 
самую точку. Но когда движение относится ко многим точкам, то 
разрешение этих вопросов становится необходимым. Действительно, 
если силы (что, впрочем, и естественно полагать) изменяют различным 
образом движение движущихся тел, то, измеряя их только по дей- 
ствиям, производимым на те точки, к которым они прикладываются, 
мы подвергаемся заблуждению на счет их величины, так что большие 
силы можем принять за меньшие и наоборот; для этого-то и надобно 
было бы выбрать общую меру всем силам, т. е. испытывать все 
силы на одном и том же движущемся теле, 

Мы удостоверились, что материя сама по себе неспособна изме- 
нить свое состояние, что она его будет сохранять до тех пор, пока 
не подействует на него посторонняя причина. Но этого свойства, на- 
званного инерциею, вельзя хорошо понять, не донустив, что материя 
сопротивляется всякому изменению состояния. Действительно, если 
какая-нибудь посторонняя причина силится изменить абсолютное со- 
стояние тела движущегося, то иельзя понять, почему измененное со- 
стояние будет такое, а не другое, не допустив, что материя сопро- 
тивляется изменению состояния. Но если мы допустим сопротивление, 
о котором сейчас говорили, то я это легко пойму: я скажу, что ма- 
терия представляет различные сопротивления разным изменениям сво- 
его состояния; что сила изменяет состояние движущегося тела не 
нначе, как преодолевая сопротивление, противополагаемое матернею 
всякому изменению; что она может произвести только известное 
действие, потому что она не в состоянии лобедить сопротивле- 
ния, которые представляет материя произведению большего дей- 
ствия. 

Но если материя старается только сохранить свое состояние, не 
противодействуя ничему, что силится ее изменить, то как пойму я, что 
такое-то усилие, старающееся изменить состояние движущегося тела, 
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производит только такое-то действие, а не большее, когда ничто пе 
сопротивляется ни тому, ин другому. 

Итак, материя сопротивляется всякому изменению состояния, Ее 
инерция состоит, стало быть, не только в том, что она неспособва 
сама собою изменить своего состояния, но еще и в том, что она со- 
противляется всякому внешнему усилию изменить оное. Это послед- 
нее свойство, очевидно, заключает в себе и другое, потому что если 
материя имеет свойство противиться всякому изменению состояния, 
то очевидно, что по причине этого свойства она сохраняет свое со- 
стояние до тех пор, пока что-нибудь извне на нее не подействует. 

Впредь слово инерция будет означать свойство (которым владеет 
материя) сопротивляться всему, силящемуся изменить ее состояние. 
Легко понять, что всякому изменению, которое мы желаем произве- 
сти в движения тела, соответствует сопротивление, которое надобно 
преодолеть; понятно также, что при одиом и том же изменении сопро- 
‘тивление, о котором говорится, может быть в разных телах различно. 
Если же различные тела противополагают различные сопротивления 
одним и тем же изменениям состояния, то очевидно, что одна и та 
же сила изменяет более или менее состояние различных движущихся 
тел, смотря по тому, большее ли или менынее она должна преодолеть 
сопротивление. 

Нетрудно доказать, что разные тела противополагают одному итому 
же изменению состояния различные сопротивления. Если соединить 
несколько движущихся тел в одно, р -----------2Ж6 
то сопротивление, оказываемое 
сложным телом изменению его со- 
стояния, будет равно сумме сопро- 
тивлений, противополагаемых этому Черт, 12. 
изменению каждым телом отдельно, 
потому что, очевидно, каждое тело чрез присоединение его к дру- 
гим не может ничего ни приобрести, ни выиграть в своем сопроти- 
влеции. 

3. Положим, что движущееся тело в конце времени считая от 
определенной эпохи, находится в точке А и что количества 7 и ли- 
ния ДС (черт. 12) представляют его скорость и направление. Если бы 
ничто не изменяло его состояния, то тело проходило бы в течение 
бесконечно малого времени 6 пространство АС=18. Но должно рас- 
сматривать движение АС составленным из двух движений АВ и АО, 
из которых последнее равно и параллельно ВС. Итак, можно предпо- 
дожить, что движущееся тело без посторонней помощи, но единственно 
по силе своей инерции двигается по АВи АР, которые двяженяя 
приводятся к одному по АС. Теперь легко заметить, что дабы двя- 
жущееся тело двигалось от А к В, т. е. чтобы из движений АВи АР 
оно сохранило только АВ, надобно, чтобы посторонняя причина уничто- 
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жила движение АГ), чтобы она уничтожила его совершенно и чтобы 
в то же время не произвела никакого другого действия, 

Мы можем рассматривать силу, могущую произвести движение 
АБ; как сопротивление, представляемое тезом при изменении гдви- 
жения АС в движение АВ, так что сказанное изменение ие иначе мо- 
жет совершиться, как по уничтожении движения АД или, правильнее, 
силы, способной его произвести; другими словами, дабы движение АС 
изменилось в движение АД, надобно уничтожить сопротивление, ока- 
зываемое материею при этом изменении. 

Весьма важно найти алгебранческое выражение сопротивления, 
представляемого телом изменению его движения. Это сопротивление 
зависит от самого тела и от изменения движения, Прямая ВС пред- 
ставляет количество изменения и направление, по которому произве- 
дено изменение. Посмотрим, каким образом сопротивление зависит от 
этой прямой н от движущегося тела, нами рассматриваемого, кото- 
рое мы назовем чрез А. Для сего означим чрез А сопротнвление, ко- 
торое другое тело а, взятое произвольно, представило бы тому же 
изменению СЁ его состояния; легко заметить, что тело А противоно- 
ложило бы тому же измевению сопротивление, равное тЮ, где 
т представляет число тел а, которые надлежало бы соединить, чтобы 
составить тело, сопротивляющееся одинаково © А, 

Итак, выражение сопротивления, противополагаемого телом изме- 
нению состояния, составляется из двух множителей т н К, из коих 
первый остается неизменным для одного итого же движущегося тела 
иря каковом ии есть количестве произведенного изменения; он пере- 
меняется только при изменении двнжущегося тела; второй же мно- 
житель ® при одном и хом же изменении состояния не переменяется 
для всех тел, ио всякому различному изменению состояния соответ 
ствует особенная величина А. 

Впоследствии мы будем говорить об определении множителя из; 
это же касается до определения количества К, то оно, очевидно, 
зависит от того способа, который захотим употребить для измерения 
сопротивления движущегося тела по количеству изменения состояния, 
Присовокупим, что целесообразиее сделать зависямым от количества. 
изменения, точио так как сила зависит от своего жействия. Таким. 
образом мы говорим, что А вдвое более линин ВС, разделенной на 
квадрат временя 8. Означим для краткости линию СВ чрез п; будем 
иметь 


и 


в? 


наи 


и=КЮу. 


Что же касается до направления сопротввления тЛ, то сио есть 
линия СВ от Ск В, 
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4. Предыдущая величвна Ю сделалась бы бескоиечною, если бы 
линия п сделалась бесконечно малою, только первого порядиа, что 
случалось бы всякий раз, когда скорость или направление движения 
внезапно измевялось. Если, напр., угол БАС конечный, то линия в == СВ 
была бы, очевидно, только первого порядка и, несмотря на то, 


2и 
= сделалось бы бесконечно большвм. Точно так же, если б ско- 


рость © внезапно изменялась, так что после скорости ® вдруг получнла 
бы скорость 9’, чувствительно отличную от 9, то линия и была бы 
только первого порядка, потому что АВ и АС отличались бы друг 
от друга количеством этого порядка, и, следовательно, А сделалось 
бы бесконечным. 

Итак, чтобы внезапно изменить или скорость движущегося тела 
пли направление его движения, надобно было бы преодолеть беско- 
вечное сопротивление, что потребовало бы бесконечной силы. Но хак 
природа не производит подобных сил, то заключаем, что все движения 
которые мы наблюдаем, какова бы ни была возможность их изменений, 
суть непрерывны, а следовательно, линия н будет всегда бесконечно 
малою второго порядка. 

Чтобы довершить определевие количества А, остается найти линию. 
п; для сего, чтобы определить вместе длину и направление этой лянии 
мы найдем ее проекции ина какое-нибудь направление. Чтобы достиг- 
нуть этой цели, нам надлежит поступать, как в лекции Ш. Назовем 
чрез 8 угол, составляемый ий с каким‘нибудь направленнем, н означим 
чрез 4 угол, составляемый АС с тем же направлением; будем иметь 


_—@ # 
1с0$8 2 (р <05 0} 6% 


и, следовательно, 


Итак, „проекция на какое-нибудь направление сояротивления, оказы- 
заемого телом А изменению своего состоянвя, имеет выражением 


еек, 


Е 


4 представляет угол, составляемый направлением скорости с линие: 
ироекций“, 
Из предыдущей формулы мы извлекаем проекции па следующие 
прямые, в которых мы впоследствии будем иметь падобноси 
1) на перпенднкуляр к плоскости соприкосновения описываемой 
кривой; эта проекция есть нуль; из чего заключаем, что сопротивле- 
ние находится в соприкасающейся плоскости; 


# 
2) на касательную; эта проекция равна —#у;, следовательно, со- 


протнвление составляет с направлением движения тупой угол иле 


— 80 — 


острый, смотря по тому, увеличивается ли скорость или умень- 
зшается; 


3) на направление радиуса кривизны; проекция равна — 1", 
где р означает радиус кривизны; итак, сопротивление с радиусом 
кривизны составляет всегда тупой угол; 

4) на оси координат; называя чрез х, у и 2координаты движущегося 
тела проекции, о которых говорили, будут относительно: 


@х #у а 
—Тав, Та, Та 


5} на радиус-вектор, проведенный чрез начало координат, проекции 
будут 


Вообще, чтобы найти проекцию сопротивления на какое-нибудь 
направление, надо найти пространство, пройденное по этому направле- 
нию, вследствие одной только инерции тела, и вычесть из оного дей- 
ствительно пройденное телом пространство, потом, уничтожив множитель 


Е ‚ умножим результат на количество т, относящееся к тому двя- 


жущемуся телу, которое мы рассматривали. 

5. Сопротивлению т, которое движущееся тело противополагает 
изменению состояния, дадим название силы инерции движущегося 
тела, а в частности назовем количество А силою динамическою, 
а количество м — количеством инерции или массою, потому что, 
очевядно, т выражает, во сколько инерция движущегося тела, нами 
рассматриваемого, больше другого тела, которого инерция принята 
за единицу. 

Сила инерции есть, следовательно, действительное сопротивление, 
противополагаемое движимым телом изменению его состояния; сила 
динамическая есть сопротивление того же тела, судя но количеству 
изменения состояния; эта сила останется, следовательно, тою же самою 
для всех двяжимых тел, которые испытывают то же изменение состоя- 
ния. Наконец, количество т выражает, во сколько сопротивление 
движимого тела к изменению состояния более другого, соответственно 
выбранного при том же изменении состояния. Чтобы знать силу инер- 
ция движимого тела, надлежит определить его динамическую силу 
и массу. Динамическая сила легко определяется по количеству измене- 
ния состояния; начала лекция Ш, повторенные нами также в предыду- 
щем параграфе, весьма достаточны для этого предмета. Но чтобы 
нзмерить массу, необходимо сравнить движимое тело с другим, при- 
лично выбранным телом. Для сего назовем чрез А то движимое тело, 
которое хотим рассматривать, и чрез а 10, с которым хотим его 
‹равнивать. Означим чрез А сопротивление, которое а противополагает 
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изменению своего состояния, и чрез тЮ —то, которое А протниво- 
полагает тому же изменению своего состояния. Количество т будет 
изображать массу А, когда а взято будет за единицу. Чтобы произ- 
вести изменение состояния тела а, изменение, которому соответствует 
сопротивление Ю, надобно преодолеть это сопротиаление. Мы достиг- 
нем этого, прикладывая к телу а силу, равную А, направленную так, 
как требует направление изменения, которое хотим произвести. Та же 
сила А, приложенная к телу А, произведет изменения состояния, весьма 


а 
отличные от произведенных в а. Пусть Р-у- — количество этого измене- 
ния; ясно, что сопротивление, которое тело а противополагает измене- 
ан 
нию Р-у, будег Р; следовательно, тР выразит сопротивление тела А, 


и как сопротивления Ю и МР соответствуют той же силе А, — надо, 
чтобы было 

тР=К, 
откуда 


Так как количества А и Р суть меры той же силы после действий, 
произведенных ими над телами а и А, то следует, что масса есть 
отношение меры силы после ее действий на движимое тело, масса 
которого взята за единицу, к мере той же силы после действия, ею 
произзеденяого на движимое тело, масса которого ищется. 


й 

Назовем чрез м’ массу третьего движимого тела, и пусть Ру 

будет действие, которое сила Ю производит на это движимое тело; 
будем иметь совершенно также 


тР'=®Ю 
и, следовательно, 
тр ==т’Р’. 


Итак, массы различных движимых тел находятся в отношении действий 
той же силы на эти движимые тела. 

6. До сих пор мы не принимали в соображение, что одна н та же 
сила производит на различные тела и различные действия. Теперь 
время обратить и на это внимание и объяснить, как должно измерять 
силы, не подвергаясь опасности ошибиться в мере. 

Первая представляющаяся мысль есть измерять все силы теми 
действиями, которые они производят на одно и то же движимое тело. 
Выбор этого тела зависит соверщенно от нас; итак, для большей про- 
стоты мы возьмем то, которое служит для измерения масс, т. е. то, 
масса которого будет принята за едивицу. Единица массы есть также 
наш выбор. 


8 Собр, оз. М. В. Остроградекого, т, Т, ч. 2. 
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Впредь мы будем измерять силы по действням, которые они произ- 
золят на едявицу массы. Их мера будет удвоенное это действие, раз- 
деленное на квадрат бесконечно малого времени. Мы означим эту меру 
яменем силы движущей, чтобы ее отличить от той, которая до сих 
пор была употребляема и которая обнаруживается после произведен- 
ного действия не на единицу массы, но на движимое тело, к которому 
была приложена сила. 

Но как при рассматривании движения тела нашим глазам беспре- 
станно представляются изменения его движения от приложенных 
к движущемуся телу сил, то мы будем также измерять силы и по 
количеству этих изменений, в особенности же, когда будет говориться 
© движений одного тела; но чтобы отличить эту относительную меру 
от меры по действию на единицу массы, мы дадим ей название силы 
‘Ускорительной — название не совсем точное, потому что оно выражает 
только изменение скорости, а не направления вместе. 

Итак, движущая сила есть удвоенное действие, произведенное 
силою ва единицу массы, разделенное на квадрат бесконечно малого. 
времени, в течение которого производилось действие. Ускорительная 
сила есть также отношение удвоенного действия к квадрату времени, 
употребленному для произведения его; но это — действие, производи- 
мое силой на то же тело, к которому она была приложена, а не ча 
единицу массы. Ясно, что движущая сила равняется произведению 
массы на силу ускорительную; эта последняя при той же движущей 
силе будет иметь, следовательно, столько различных величин, сколько 
находится различных масс. Движущая сила может быть рассматриваема 
как независимая мера силы; ускорительная же сила ею не может быть, 
ибо зависит не только от приложенной силы, но также и от движимого 
тела, на которое действует сила. Впрочем, движущая сила также 
заключает нечто относительное, но она содержит это несравненно менее, 
нежели сила ускорительная; движущая сила зависит от единицы массы, 
которая произвольна; не ускорительная сила при той же единице 
массы будет различными способами изменяться до бесконечности. 

7. Ускорительная и движущая силы имеют всегда общее направле- 
ние и в то же время прямо противоположны по направлению и относн- 
тельно равны по величине силам динамической и инерции, которые 
также имеют общее направление. Легко удостовериться, что уравне- 
ние движения материальной точки не иное что, как выражение противо- 
положности направлений и равенства величин сил ускорнтельной 
н динамической, или, лучше, сих движущей и инерции. 

В самом деле, означим чрез А движушую силу, приложенную. 
к движимому телу, где в том случае, если тело побуждается несколь- 
кими силами, А будет представлять их равнодействующую; означим 


также чрез т массу движимого тела и сделаем ЯР; количество Р 
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будет представлять силу ускорительную, соответствующую силе А. 
Это —та же сила Р, которая была в лекции Ш. 
Будем иметь 
—_ 40 с05 6) 

Роз = 
— Уравнение, в котором содержатся все уравнения движения тела 
я в котором х означает скорость в конце времени Ё, а Х их — углы, 
относительно` составляемые направлениями Риэос одною н тою же 
произвольною прямою. Написав предыдущее уравнение как следует: 
(0 054} 
ш 


0—Рс05* 


40 с05 5) 


и заметив, что — “у” 


увидим непосредственяо, что уравнение движения есть выражение 
того, что сумма проекций на какое ни есть направление сил ускори- 
тельной и динамической равняется нулю, или, иначе, что силы ускори- 
тельная и динамическая равны и противоположны; и если умножим 


представляет проекцию силы динамической, 


уравнение (= Рсоз\ ———;— на т, то будем приведены к тому же 


заключению в отношении сил движущей и инерции. 
Но, независимо от предыдущего доказательства, можно дойти до 
уравнений 


505} 


о 
0= сов» па 
следующим соображением, которое в то же время будет истинным 
способом определения уравнений движения материальной точки.. Сила 
действующая на матернальную точку, изменяет состояние движимого. 
тела только тем, что уничтожает сопротивление, противополагаемое 
телом изменению, Итак, если тело, вместо того чтобы двигаться по 
прямой линии, описывает эллипс, то это значит, что внешняя сила 
уничтожила сопротивление, оказываемое телом изменению прямолиней- 
ного движения в движение эллиптическое, этого мало — внешняя сила 
должна уничтожить не более и не менее, как сопротивление, измеряе- 
мое количеством изменения и массою движимого тела. 

Означим чрез Ю силу движущую, чрез 9-—скорость движимого 
тела и чрез 2 его массу; проекция на какое-нибудь направление 


та (© с08%}. о 

силы ннерции, которую А должно победить, есть ———^.-^-_; ПУСТЬ 
А {0 08а) 

А соз» есть проекция Ю на то же направление. Если А соз Х — т —;— 


не нуль, то это привело бы нас к тому, что сила В, по уничтожевий 
сопротивления, измеряемого массою и количеством изменения, испол- 
в 
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няет еше другое действие, т. е. производит еще изменение состояния 
движимого тела, что, очевидно, нелепо. Итак, 


40 005%) 


Юсозх—т 


8. Часто случается, что движимое тело неспособно получать неко- 
торые перемешения по причине встречающихся препятствий; тогда 
товорят, что оно ие свободно, но стеснено в своем движении, В этом 
случае может статься, что приложенные силы не произведут того дей- 
ствия, которое произвели бы они на тело, когда бы оно было свободно, 
ибо весьма возможно, что силы будут стараться доставить движимому 
телу такое перемещение, которого оно на себя принять не может: 
тогда перемещение это не будет произведено; но взамен этого тело 
приняло бы другое, отличное от того, которое им было бы взято, 
если бы, так сказать, оно было свободно в выборе. Но сила инерции 
определяется величиною и направлением перемещения, действительно 
получаемого движимым телом, а сила движущая — тем, которое получено 
было бы телом, еслиб оно имело свободу двигаться во все стороны; 
следовательно, две эти силы в движениях, ограничённых препятствиями, 
вообше не были бы ни равны, ни противны. По справедливости 
в определение силы инерции и силы движущей входит также масса 
движимого тела, но этот элемент нисколько не изменяет предыдущего 
заключения. Итак, в движениях, ограниченных препятствиями, сила 
движущая и сила инерции нераввы и непротивоположны, но каковы 
бы они ни. были, я асегда могу, по правилам предыдущей лекции, 
разложить движушую силу на две, из коих первую выбираю равною 
и ирямо-противоположною силе инерции, а другую означу чрез А; 
первая - составляющая силы движущей — уннчтожит силу инерции, 
так что движение не переменится, если на место движущей силы 
введут эту составляющую. Вторая — составляющая А’ силы движущей, — 
очевидно, не должна произвести никакого перемешения движимого 
тела, но, по правилам предыдущей лекции, сила Ю’ будет действовать 
так, как бы она одна была приложена, т. е. она будет стараться при- 


бавить по своему направлению действие А" Ее к тому, которое произ- 


водит другая составляющая; итак, чтобы движение ве было нисколько 
изменено силою Ю', надобно, чтобы она старалась доставать невоз- 
можные перемещения, т. е. такие, которые препятствия не позволяют 
получать. Но когда сила старается произвести невозможные переме- 
щения, то она не произведет никакого; тогда говорят, что оча уничто- 
жена или уравновешена. Итак, Ю’ составляющая силы движущей будет 
уничтожена препятствиями, стесняющими движение тела. Но очевидно, 
что сила Ю' есть равнодействующая сил движущей и инерции; следова- 
тельно, две эти силы должны взаимно уничтожиться. Их уничтоже- 
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зие будет ие такого рода, как в свободном движении, они уничтожатся 
не потому, что они равны и противоположны, а потому, что их равно- 
действующая старается производить невозможные перемещения, т. е. 
перемещения, которые, по причине препятствий, не могут быть полу- 
чены движимым телом. 

Впоследствии увидим, что условия равновесия между силою движу- 
щею и силою инерции приводят всегда к уравнениям движения тела, 
или то же— системы тел; теперь же ограничимся повторением того, 
что во всех случаях, свободно ли тело или нет, сила движущая 
и сила инерции должны уравновешиваться. Движущая сила обыкновенно. 
дается или находится посредством составления всех сил, действую- 
ших на тело. Сила инерции определится по количеству изменения 
в движении, координатами, определяющими положение движимого 
тела в каждое мгновение, и чрез массу. 

Для этого предмета нами изложены все необходимые формулы- 
Написав условия равновесия между движушею силою и силою инер- 
ции, будем иметь уравнения движения тела. Примеры, которые будут 
изложены в следующих лекциях, пояснят теории, предложенвые 
в настоящей и предыдущей лекциях. 


ЛЕКЦИЯ УШ 


Плотноеть; ирииер составления сил; дифференциальное 
уравнение движения материальной точки; ирииеры 


1. Рассмотрим тело определенной величины, Т. е. соединение 
большого числа матернальных точек или частини. Масса этого тела 
будет сумма масс всех частиц, и можно рассматривать массу каждой 
частицы как элемент массы всего тела и объем частицы как то, что 
называют в геометрии дифференциальным элементом объема. 

Отношение массы частицы к ее объему называется плотностью 
частицы или плотностью тела в том месте, где находится сия частица. 
Если это отношение изменяется при переходе от одной материальной 
точки к другой, то тело не везде одинаковой плотности, и говорят, 
что оно разнородно. Ясно, что плотность однородного тела равняется 
отношению массы какой ни есть части тела к объему той же части. 
То же отношение в теле разнородном называется среднею плотно- 
стью рассматриваемой части или среднею плотностью всего тела, 
если эта часть составляет все тело; итак, средняя плотность земли 
есть не иное что, как масса этой планеты, разделенная на ее объем. 

Средняя плотность разнородного тела или одной из его частей 
есть, действительно, средняя между плотностями всех частиц тела 
или его части. Средняя плотность сделается истинною, когда часть 
рассматриваемого тела обратится в одну частицу. 

Определение масс тел однородвых приводится к умножению объема 
на плотность. То же определение можно бы было приложить н к телам 
разнородным, когда бы знали их среднюю плотность; но эта плотность 
весьма часто бывает неизвестна, тогда необходимо бывает, до нахо- 
ждения массы тела, находить сумму масс всех частиц. 

Назовем объем частицы чрез 9, или, что то же, элемент объема 
тела, и пусть р будет плотность той же частицы. Произведение ро 
есть то, что называют элементом массы; оно представляет массу той 
частицы, которой принадлежат 9 и р. Взяв сумму от ро относительно 
всех материальных точек, найдем {ро для искомой величины массы 


тела. Плотность р известна, и интеграл {ро найдется по правилам 
трансцендентного анализа. 
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Положим, напр., что требуется найти массу пустого шара, где все 
частицы, лежащие в одинаковом расстоянии от центра, имеют общую 
плотность. Дия сего означим радиусы поверхностей внутреннего и 
внешнего слоев чрез а и А, из сего центра опишем, радиусом рав- 
ным 1, сферическую поверхность, которую для краткости назовем 
чрез 5, потом проведем от центра слоя во все точки объема {=) 
частицы прямые линии и означим чрез 45 элемент поверхности 5, 
соответствующий сей частице. Если в то же время назовем чрез г 
расстояние от © до центра слоя, то выражение х? 474$ может быть 
взято за объем т, которого искомая масса будет 


$ рт. 


Интеграл должен быть взят от г—а до г==А и для всех элементов 

45 поверхности $; но, по предположению, р зависит равно от г, следо- 

вательно уе ага == (фр) $) = 4т у ритаг; итак, искомая масса 
А 


будет 4т {вал Чтобы довершить определение ее, надлежит звать 
— 


- ы 
р в функции г. Если, напр., р== =, где # есть постоянная, то масса 


будет 4=й (А--а); в случае р постоянного она будет 
2 (Аз— 7). 


Определение масс не представляет других затруднений, кроме тех, 
кон встречаются нри интегрировании дифференциальных формул, 
посему мы не будем останавливаться на других примерах определе- 
ния их, а перейдем к другим предметам. 

2. Хотя начала лекции \1 были очень просты и ясны, но чтобы 
пояснить их еще более, так чтобы не оставалось никакого сомнения 
при употреблении нх, мы приложим их к частному примеру. Сперва 
повторим в немногих словах те начала, о которых говорится. 

Чтобы найти равнодействующую многих сил, стоит только найти 
ее проекции на три прямые, которые не были бы параллельны одной 
плоскости. Это отыскивание нетрудно, потому что проеккия равно- 
действующей на какое-нибудь направление равняется сумме проекций 
составляющих на то же направление. Зная три проекции, о которых 
идет речь, найдем весьма простым вычислением, тем самым, которым 
з геометрии определяется прямая по ее трем проекциям, — найдем, 
говорю я, равнодействующую и ее направление. 

В лекции УГ мы доказали, что равнодействующая есть последняя 
сторона многоугольника, которого другве стороны представлены, по 
величине и направлению, составляющими. Следовательно, можно бы 
было находить равнодействующую посредством исчисления, служа" 
щего для определения последней стороны сомкнутого многоугольникз, 
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зная все другие его стороны; это вычисление прямее ведет к цедя, 
но зато чаше бывает сложнее того, посредством которого ишут рав- 
нодействующую по ее проекциям; это последнее исчисление в осо- 
бенности заслуживает предпочтения в том случае, когда требуется 
совокупить бесконечное множество сил, действующих на материаль- 
ную точку. 

Повторив начала составления сил, приложим их к следующему 
примеру, который в то же время покажет преимущество определения 
равнодействующей по ее проекции. 

3. Материальная точка, масса которой равна р, побуждается столь- 
кими силами, сколько находится дифференциальных элементов в объеме 
тела чувствительной величины и данного положения. Каждая сила 
направлева к элементу тела и пропорциональна массе элемента и 
функции расстояния его до точки р, нет никакого элемента в теле, 
который бы не был также и центром силы. Найти равнодействующую 
всех сил. 

Означим чрез а, В, с прямоугольные координаты точки ф, чрез 
х, у, #— координаты элемента, притягивающего тела. Пусть и будет 
масса тела; йт — масса элемента, соответствующего координатам 
х, у, 2; т— расстояние, равное У(я— а (у— 5+ (@— 6) от @т 
до точки з, я Д/) — закон притяжения. Выражение силы, действующей 
на р и направленной |к м, будет 7(”)4т; каждый элемент будет 
доставлять подобную силу. Если бы захотели, для определения равно- 
действующей, отыскать последнюю сторону многоугольника, состав- 
ленного начальными силами, то встретили бы большие затруднения, 
устраняемые при рассматривании проекций. 


Действительно, проекции начальной силы 4? на оси коорди- 
нат суть 


$ 


ат, ДВ ат. 


у 


Каждый элемент тела“доставнл бы подобные силы; сумма их проек- 
ций, или проекция равнодействующей на оси координат, будет 


а 


Пу ат, Го ват, |) 


у 


- ат. 


Интегралы, означенные чрез |, взяты по всему протяжению притяги- 


вающего тела. Положим, что {те Е, будем иметь 
ха _ а —6 48 Е 48 
И ое ИВ, дрргеиАВ. 


Итак, положивши для краткости 7% ту, имеем для проекций 
равнодействующей на оси координат следующие выражения 


м, м @ 
аа’ ав’ 4 * 


— 8 — 

Отсюда следует, что сама равнодействующая будет 
Ира тат, Та 
а В 


4: * 
и с осями координат она составит углы, которых косинусы суть. 


В частном случае, как бывает в природе, где ДА=-* (#— по- 
Чт 
‚ и чрез то т [те ко- 
личество х < постоянным множителем Ё представляет сумму всех 
частиц притягивающего тела, разлеленную относительно на их рас- 
стояние до притягиваемой точки. Количество у играет важную роль 
в теории фигур небесных тел, в теории электричества и пр. 
Если означим чрез р Плоткость элемента 47 и чрез 4 его объем, — 
2 
в. 

4. Приложим предыдущие выводы к тому случаю, что притяги- 
вающее тело есть сферический слой, подобный рассмотреиному нами 
при определении его массы в $ 1. Найдем функцию 1 этого для 
слоя; для сего примем начало координат в центре слоя, который на- 
зовем О, и означим чрез # расстояние до того же центра притяги- 
ваемой частицы; назовем чрез 45 — элемент поверхности, описанный, 
около точки О радиусом, равным 1, и чрез # — расстояние притяги- 
ваемой массы р до той же точки О. 

Мы можем взять, как в $ 1, @7=1* 45, и чрез это 
из йи 5 
О т. 


стоянная), мы можем взять (7) 


будем иметь йи==р@о, следовательно 


Интеграл должен быть взят относительно всех частиц призяги- 
вающего слоя. 

Предположим, как ив $1, что р есть функция только и; означим 
чрез з угол, составляемый и с прямою ов, и заметим, что и 45 есть 
элемент сферической поверхностн, описанной радиусом, равным и, 

Но для всех элементов этой поверхности, отстоящих на ии? от 
линий ов, количества и и г не изменяются; и если мы назовем сумму 
этих элементов чрез 4, то будет 

ы 
1—* Й р | 
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"Ясно, что 4х означает круговой слой, имеющий раднус иЯпу, и 
апирину #42; итак, 4" — 2ли? эт фа, и, следовательно, 


_ рить риа 
аи [| и. 


Возьмем теперь интеграл предыдущего выражения для всех вели- 
чин 9, т.е. от э==0 до е==л. При этом интегрировании и должно 
оставаться постоянным, Но = +1 — Эйи с0$ ©; итак, Га’ = из а; 
эвставя эту величину в 1, будем иметь 


т В ридиао Ва [рии г). 


п, 


„Мы означим чрез 2” величину г при °=0 и чрез 7" ту же величину 
при Ф=ж. Ясно, что /’= УЧ чин и и 910 и= 
=У и? — 211 =У(й— и}, и как г’ должно быть всегда положи- 
тельным, — возьмем ^’=е(й-—и);е означает +1. == +1, если # > и, 
м {=Ш— Тв противном случае. Итак, 


дик | (1.—Эоваи-- = [ал рии, 


предыдущее выражение 1 содержит координаты а, 8, с, только вхо- 
дящими в Й; итак получим 


ибо #=У + Ис; итак, равнодействующая имеет величиною 
дт 
+ 


—_@й 
100; что же касается до ее направления, то косинусы углов, состав- 
ляемых ею с осями координат, относительно будут 


; берут = так, чтобы равнодействующая была положитель- 


2 4 в 
Ей. 


Итак, она направлена к центру притягивающего слоя или от этого 
центра к точке , смотря по тому, будет ли я положительным или 


отрицательным. 

5. Теперь все приводится к определению производной 51. Но это 
дифференцировавие не представляет никакого затруднения, когда 
точка р не составляет части массы слоя. Действительно, если р. нахо- 


„дится вне слоя, будем иметь всегда й`>и, и чрез это будет всегда 
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Зе аи но в$ 1 мы видели, что 4= | ри? ди 


есть масса слоя; означая ее чрез м, будем иметь 


==1. Итак, т 


Следовательно, 


Е. 
откуда видим, что притяжение слоя есть гы и что оно направлено 


х его центру. 
„Итак шаровой слой притягивает наружную точку так, как бы 
вся его масса была соединена в центре“. 
Если точка в находится внутри слоя, ближе к центру чем какая- 
либо притягивающая частица, будет всегда #<3и, следовательно = 


будет всегда равным —1, и чрез это 4ёк(рии; но { рии, оче- 


4+ 
видно, не зависит отй, следовательно -/„==0; откуда выходит, что 


„точка, расположенная в пустоте слоя, не претерпевает никакого 
притяжения, т. е. что все частичные притяжения взаимно уничто- 
жаются“. Положим теперь, что в составляет часть слоя притягиваю- 
щего, так что если означим чрез аи 2 радиусы поверхности слоя 
внутреннего и внешнего, — имеем а<#<6. Как 


5 


2 


ь 
и Гане ыраи 


р 
36а | (1 — =) и4и-н | (= иди 
2 # 


ъ ь 
- эт О-о не [ао 
} 


то должно брать ==-Н1 в интегралах, взятых между пределами и и 
й, ибо имеем й>>н при всех их элементах; напротив, по причине 
й «и, берут «—=—1 в ивтегралах, взятых между Й н 6; итак, 

Н ь 
Ат. | разши зеарк | наи. 


и 
2 # 


Откуда, дифференцируя, по известным правилам, находим 


р: 
5 а Гыааи-н авки -- 4 
НЫ 
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$’ означает плотность, имеющую место в расстоянии от центра, рав- 
ном й; сокращая, найдем 


к 

Но 4 | ри би есть масса слоя, заключающегося между двумя шаровыми 
поверхностями, имеющими радиусы а и А; если означим чрез т эту 
часть массы т, —будем иметь 


Вт’ 
откуда следует, что притяжение равно т и что оно направлено к 


‚р (#8 — 49) 
центру слоя; когда р постоянно, — будет ‘т = “7 — ^^; накоиец, если 
а=0, та ‚— следует, что притяжение полной сферы на точку, 


кок 


к - 
составляющую часть его массы, равно — т. е. в прямом отноше: 


нии расстояния от притягиваемой точки до центра шара. 

Просим наших читателей заняться другими случаями составления 
сил, чтобы ближе ознакомиться с этою важною теориею. 

6. Теперь возвратимся к движению материальной точки, когда она 
побуждается многими силами. Означим чрез Ш массу точки, чрез 
Р,Р",Р”",...— движущие силы, к ней приложенные, и чрез # — время. 

Представляя чрез Ю динамическую силу, и будет силою внерции 
я по лекции УП, силы Р’, Р", Р"',... и сида тА должны уравнове- 
циваться, уравнения нх равновесия будут и уравнениями движения 
матернальной точки. 

Впоследствии мы рассмотрим движения, стесвяемые препятствиями. 
Теперь же будем полагать точки совершенно свободными. Но чтобы 
силы Р’, Р",... и сила тЮ, рассматриваемые как одна целая сила, 
были неспособны изменять абсолютное состояние движимого тела, 
необходимо, чтобы их равнодействующая была нуль; значит, надо, 
чтобы сумма их проекций по какому ни есть направлению была равна 
нулю; следовательно, означая чрез 6’, 8", ... углы, составляемые 
данными силами Р’, Р", с каким ни есть направлением, чрез «— 
угол, составленный касательною (в конце времени #) с тем же на- 
правлением, и чрез о — скорость, получим 


ОР’ сов + Р” сов" Р" созб"-+...— ПИН, [6 
Предыдущее уравнение, соединенное с теми, которые выражают 0со- 
бенные обстоятельства движения в данное мгновение, есть все 10, 
Чго может доставить механика для определения движения свободных 
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точек. Остальное принадлежит математическому авализу, который 
<пособами интегрирования должен находить положение движимого 
тела в каждое мгновение. Обращаем читателей к следующей лекции 
для подробностей интегрирования уравнения (1), которое, впрочем, 
заключает бесчисленное множество дифференциальных уравнений, 
потому что паправление, к которому относятся углы 68°, 6",... их, 
есть совершенно произвольное. Но легко видеть, что достаточно, 
чтобы уравнение (1) было доказано в отношении к трем направлениям, 
не параллельным одной плоскости, чтобы оно было также доказано 
для всех возможных направлений. Так что уравнение (1) содержит 
‘только три отличные уравнения, т. е. три уравнения, которые не выво- 
дятся одно из других. 

7. В самом деле, отнесем силы Р’, Р”, Р"',... и движимое тело 
„т к трем, между собою прямоугольным, осям. Означим чрез х, у,2,... 
координаты и; чрез <’, }', 1'— углы, составляемые силою Р”’с осями 
координат; чрез <”, 3", у" те же углы. для силы Р” и т. д.; пусть 
еше », в, э— углы, которых произвольное направление {к которому 
относятся углы @', 6”, 6””,... 5) относительно составляет с оси! 
координаты х, у, 2,... Будем иметь, как известно, из геометрия: 


С08 &' С0ЗА-Н с03 В’ СОЗ в-Н С05 17603 % 
= 034" с03 А+ с03 В" собр -+- 08 1" С08 У 


с03#' = с08 а” с08 А С05 8" соЗв-+ 0$ 1" с03у 


Яхсозь + у со5р+ 42605 
с0$ @ == ет 


Итак, уравнение (1) сделается: 


(> соза’ -= Р” соза"-+-Р"' с08 а" -+- 


„’ „ 00 4у\ 
—- (Р’ совр’ Р" 058 —Р” соз В ...— тар) созв-Н 
; ; . ‚ Ро 
== [Р’созу' + Р" созл" = Р"' соз 1" +... т сов». 


Но это последнее уравнение будет иметь место независимо от ^, в, з, 
эсли 


0= Р’соза' + Р"соза"-- Р"' соза" 
0— Р’ соз "+ Р”соз 8” Р"' с0$8 
0=Р'созу-нР" 057+ Р”” с05 7 


Эти уравнения, относящиеся к случаю, где произвольное направление 
было последовательно заменяемо осями координат, заключают уравне- 
ние (1), и, следовательно, они достаточны для определения движения 
материальной точки и. 
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Суммы 
Р' соза’-- Р" сова" -+ Р” соза”"-=... 
Р’соз + Р”соз 8” -- Р”’ соз""-. 
Р’созт-- Р” с031" -+ ВР” созт”" +... 
выражают проекции равнодействующей сил: Р’, Р", Р”... на оси 


коордннат. Есди, для краткости, обозначим чрез Х, 7, 2 те проекции, 
о которых говорится, т. е. если сделаем 

Х=Р соза'+ Р" соза"-- Р”" соза"" +... 
(2) У==Р! с038' + Р" созВ"-- Р"'соз в" -- 


| 2= Р'созт + Р" сот" = Р”созт"-н. 


будем иметь 


(3) тур == 


Часто случается, что предыдущие уравнения неудобны для интегри- 
рования, тогда их должно заменить другими равносильными, но к ко- 
торым трансдендентный анализ удобнее бы прилагался. Примеры лучше 
правил наставят в выборе приличных преобразований для этого пред- 
мета. 

В уравнении (1) положим, зто произвольное направление, на кото- 
рое проектированы все силы, совмещается с касательною к описанной 
кривой; если назовем чрез Т’, Г”, Г", проекции сил Р", Р”, В", 
на касательную и чрез Т ту же проекцию их равнодействующей, — 
будем иметь 


т == Т--Т" Ти +... 


очевидно, что 
Хах + Уфу + 2 
ха ы 


откуда 
(4) подо = Хах+ Уду-+ 242. 


Можно выводить эти формулы из уравнения {3), для этого надо 
только умножить первое на 4х, второе на Фу, третье на 42 и взять 
сумму произведений. 

Формула Хах-- Уду-- Гаг будет полным дифференциалом всякий 
раз, когда движимое тело будет побуждаемо силами по направлениям, 
проходящим чрез постоянные центры и напряжения которых суть 
функции расстояний от движимого тела до этих центров. 
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Сделавши Хах- Уду-+ 242 =, где ® будет функция от х, у, 2, 
имеем 


& 4 
ХЕХ, =, 


уравнения (3) и (4} обратятся в 


ив 
(5} | ав 
а 
\ 


тат 
той = 4. 


Последняя из этих формул заключается в трех прочих. 
8. Рассмотрим, что нужно для того, чтобы движение тела произ- 
водилось в плоскости. Принимая за плоскость движения плоскость 


ху, имеем 2=0, и, следовательно, 2—0,“ 0, вследствие же уравне- 


ния (2) предыдущего параграфа и 2—0. Итак, первым условием будет, 
чтобы сумма проекций всех сил, побуждающих движимое тело, на 
перпендикуляр к плоскости движения была равна нулю. Но недоста- 


точио иметь это условие, ибо 2==0 делает Ро 0, т. е, = солзь, но 


& @ 
Р должно быть равно нулю. Так как уравнение 2 =0 дает ИЕ соя 


4: 
то достаточно, чтобы ‘д; было нулем при одном мгновении для того, 


чтобы опо осталось им навсегда. Итак, достаточно, чтобы проекция 
начальной скорости на нормальную к плоскости движения была равна 
нулю, т. е. чтобы начальная скорость находилась в плоскости. 

Итак, чтобы движение тела совершалось в плоскости, необходимо 
и достаточно, чтобы побуждающая сила и направление начальной 
скорости находились в плоскости. 

С такою же легкостью найдем, что если движение совершается 
ло прямой, то направление движущей силы и также начальной ско- 
рости совнадают с описываемою прямою. Из уравнений (3) явствует, 
что если в них все время Х=0, У=0, 2==0, то 


откуда 


с, с’, с" представляют произвольные постоянные; итак, движение будет 
производиться но линии прямой с постоянною скоростью, что, впро- 
чем, следуег из первых начал механики, потому что, когда Х’ 0, 
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7=0, 2=0, тогда все силы, действующие на тело, взаимно уничто- 
жаются и движимое тело остается в таком состоянни, как бы на него 
чичего не действовало; тогда оно может иметь одно только движе- 
ние — прямолинейное и единообразное. 

Говорят, что уравнения Х=0, 7—0, 2=0 суть уравнения равно- 
весия материальной точки, но в самом деле ови выражают, что силы, 
побуждающие движимое тело, взаимно уничтожаются; несмотря на их 
‘уничтожение, тело может быть в движении с постоянными скоростью 
и направлением. Чтобы материальная точка была в покое, не только 
зужно, чтобы уравнения Х’=0, 7==0, 2 =0 были удовлетворены, но 
чтобы еще скорость была равна нулю в данное мгновение. 

9. Мы заключим этот ‘урок решением некоторых задач, относящихся 
к прямолинейным движениям. 

Принимая ось (х) за прямую, по которой движение должно произ- 
зодиться, будем иметь у==0, 0, так что уравнения движения обра- 
тятся в одно 


из которого одну только неизвествую х определить нужно; произ- 

вольные постоянные, которые переменная х должна содержать, опре- 
4х 

делятся по величине х и ур, относящихся к 1=0. Озвачая чрезаи В 

эти величины, будем иметь 


х==а 


ж= когда #==0. 


Первое уравнение имеет место для всего продолжения движения; два 
стальные относятся к эпохе #==0. 


Первое из трех уравнений предыдущих, по умножении на Е о 
дает 
тие == Хах. 


Чтобы дать частный првмер, предположим, что две силы действуют 
на лвижущееся тело: одна — по направлению первоначального движе- 
ния, постоянная величиною и пропорциональная массе движущегося, 
тела; вторая —в противном первоначальному движению направлении 
пропорцнональная квадрату скорости движущегося тела. 
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Означим чрез т первую из сих двух сил, вторую — чрез #0", 
причем 2 и #-- постоянные количества; равнодействующая сил &т ни 
#93 будет равна их разности, т. е. равна ат — #0, следственно будет 


а 
"г ==т —#^, 
ибо 
х=ат— #1”. 


Пусть В означает первоначальную скорость 9, и условимся считать Х 
от положения тела, соответствующего мгновению #==0; будет 


7—8 


х=0 


когда 


4 
Уравнения тар=т — и”, Ф==В, и х=0, из коих первое относится 


ко всему продолжению движения, а два последние —к мгновенаю 
{—0, принадлежат движению тела, брошенного вертикально сверху 
вниз из точки, находящейся не в большом расстоянии от поверхности 
земли. дт представляет вес тела; #1? — сопротивление воздуха; & изо- 
бражает то, что называют ускорительною силою тяжести; & есть коэф- 
фициент сопротивления; х означает расстояние движущегося тела 
в мгновение Ё до его первоначального положения. Разрешним сии урав- 
нения со всеми подробностями, которых требует их важность. 


Полагая для краткости а, получим Е 0). С пер- 
вого взгляда видно, что количество (1 — а*%0*} сохраняет постоянно 


один и тот же знак, так что скорость © будет постоянно либо 
возрастать, либо уменьшаться. В самом деле, предположим, что в не- 


4% 
которую эпоху (1—@44*) положительно, в ту же самую эпоху 


будет положительно, следовательно скорость возрастает; по причине 
возрастающего т, количество (1 -— 219%) станет уменьшаться, не делаясь 


1 
отрицательным, ибо 1 — 010 делается равным нулю при ==. Дабы 
сие количество могло сделаться отрицательным, скорость, пройдя пре- 

1 
дел г, должна возрастать. Дояуская это, получим ее производную со 


знаком отрицательным —явное противоречие! Следовательно, 1 — 9”, 
будучи один раз положительным, таковым останется и навсегда. По- 
добным рассуждением доказывается, что количество (1 — а%0*} сохра- 
няет зиак отрицательный, когда оно имело этот знак в одно какое- 
либо мгновение, Из предыдущего следует, что если 1— а8*>>0 или 
1 28.20, то в возрастает беспрерывно, и если 1—0 < 0, то ® по- 
стоянно уменьшается, но в том и другом случае © не переходвт пре“ 


ела д 
дела. 


7 (обр. соч. М. В. Оотроградоного, т. 1, 1. 2 
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10. Интегрирование подтверждает предыдущий вывод. В самом 
4 М 4 
деле, уравнение = —@ 7) дает = 


грируя в пределах #=0 и какого-нибудь, получим 


== которое инте- 


а—и89 (+45) 
+0 в) 2981 


или 
га _@— +09). 
а; 


определяя из этого уравнения величину 9, имеем 


1+ 28) п де: 
® ЕТ По 


| 1 
из сего уравнения видно, что если <, то и < и что если 


1 
>, 10нФ>, ибо в первом случае количество 


{1 две! — (1 — а) е-аае 
® пиве 


меньше единицы и это же количество больше единицы, когда 
1 
8>1. 
По истечении весьма значительного времени, (1 — ав} е “#" сделается 
1 
нечувствительным п © приведется к -;; во в строгом смысле уравне- 


ние = будет иметь место только по истечении бесконечного вре- 
мени, 

Итак, тело, падающее с значительной высоты, приближаясь к по- 
верхности земли, приобретает скорость, равную т Уз ; сия ско- 
рость при одинаковых обстоятельствах будет тем более, чем тело 
тяжелее; для тел одчнакового веса--тем менее, чем сопротивления 
среды А более. Вообще квадраты окончательных скоростей различных 
тел находятся в прямом отношении их весов и в обратном сопроти- 
вления сред. 

Заменив в уравнении (а) © чрез Ра и, взяв интеграл начиная от 


{==0, найдем 


ва?х=ЮЕ [ 


1+ 48) ее + (1 —- ов) е-авй 
ета: =] 


откуда 


ввоз == 14 ар рем 


‹ ны найти отношевие между х и 7, достаточно исключить # из 
а) и (5); для сего дедаю 

(1-2 ее (1-е -=р 

(1 29) 2 — (1-е, 
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откуда извлекаю р" — 4 =4{(1 — а); но в то же самое время 
р==2е80м. у=ари == 2аеа“ у, 
подставляя их значения в уравнение р* —4*-=4(1 — 4*8'), найду 


238. 


Прах = 11018, 
(9) о я 


Варочем, тот же самый вывод можно получить из уравнения 
х40 ==8(1— а9%) ах, 


в котором, отделив переменные величины, получится 


интегрируя в пределах х==0, будем иметь 


0 — а) 


ах ТЕ (т аня) 


и, наконец, 


11. Три формулы (а), (5), (с), при перноначальной скорости В== 0, 
приводятся к 


. ее 
(а) = те 
(5) евох — ей 
1 
‚ ИИ 
©) ад. 


Посмотрим, к чему приведутся сии формулы, когда сопротивление 
<реды равно нулю, т. е. #-=0. Но А=0 дает а=0; итак, в уравне- 
ниях (а), (5), (с) достаточно предположить а==0. Второй член уравне- 

5 й 
вия (а) приводится к 1), но известным правилам найдем настоящую 
его величину, равную В-+ 2, Следовательно, 


{а”) Ф=В-Н 2. 
Дабы из уравнения (5) извлечь величину х для а-=0, дадим ему сле- 


дующший вид 
+= раздеамя = 


(+2 (а када В #2) 40—91 ав м ав 
Ш т. 


Ай 


в, А, в суть количества положительные и меньшие единицы. По сокра- 
зцении будет ы я ы ы р 

9 в (её 4“ } «ВЕ [0084-е ); 

ео ВЕ 5( я #75 р ; 
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вставляя а=0, получим 


(5") хи. 
Наконец, уравнение (<) представим так 
я 
С › 
при а==0 это уравнение переменится в 
9 — В —2 2х 
или 
<”) о + 2х. 


Оставляем читателям выводить формулы (а”), (5”}, (с"} прямо из диф- 
‘ференциальных уравнений, относящихся к случаю тела, брошенного 
з пустоте сверху вниз. 

Преллолагая в формулах (а”), (Б"), (с”), первоначальную скорость 
8=0, получим 


=") 
‹") 
<") 


Сравнивая сии формулы с (а’), (5'), (с’), найдем, при одной вели- 
чине & для Ф их величины гораздо меньшие, нежели в (а“”), 5”), 
(с"'). В самом деле, полагая а2Ё=6 в формуле (а’), получим 


> меньше единицы, но е'+-е_* есть функция возрастающая, посему 
#9 —- 9 
ей че 

нем е-е®, или о <1, что делает < а н, следова- 


се 
тельно, < . 
12. Теперь рассмотрим движение тела, брошенного вверх по вер- 
тикальному направлению с первоначальною скоростью, равной В. 
Движение, очевидно, будет прямолинейное; пространство, пройден- 
ное во время & назовем чрез х, скорость — чрез ® и будем иметь ` 


ёх а 
вт 


ат — в, 
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количества т, 8, # означают: массу, тяжесть и предстоящие сопро- 


тивления воздуха. Делая, по предыдущему, па, получим 
4 


== &Ч на), 


откуда, отделив переменные, имеем 


& 
Гая — 2 
умиожив это на @ и интегрируя в пределах #==0, получим 
атс 1апв ао — агс1апя а8=а8 
или 
ар — 3 


132 


— алк асе, 
откуда 


1 ва меаеё 10505 
а 1+ а алка а 603 да! 


Е — 5 доё 
фа эмира! ^ 


Ф 


Сие уравнение будет нметь место только для величин @, начиная от 
=0 до &, равному наименьшему положительному корню уравнения 


Ва —апра2Ё—0. По как сей корень меньше т, то и скорость уни- 


чтожится прежде нежели при #= т. е. прежде эпохи, в которой 


=, 
бы она уничтожилась, если бы # было равно нулю. Посему, делая 
Ё==0, т. е. а=0, найдем 9==8 — 81; следовательно, в этом случае 


8 
4 сделается равным нулю при #== 8. 


Возьмем уравнение 


{@) 


заменяя в оном 9 чрез ях и интегрируя в пределах #=0, получим 


сааё 


Ва со да! 
эр 2аё 


в соз ва +1 


85° — 108 (03 аВЁ-+- За За) 
или 


в) ы 
Пусть 


с05 ааё-- Заз ав. 


50$ ааф-- а эт ав ==Р 
34 с0$ а2Ё — зт а ==9, 
тогда будем иметь 


=", даре -=аиев"” и р? —1 47, 


следовательно 


(1 -- ао) вех = 1 28 
или 
1 
[ео отт, 
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нанбольная высота, которой достигает брошенное тело, определяется 
из уравнения (1), предполагая в оном 9—0; называя эту высоту чрез 
й, будем иметь 


1 я 
йе юр (1-4 
Время, которое употребит тело для прохождения пространства Я, 
будет дано, как мы сказали прежде, посредством формулы 


Ва —1аправЁ-—0, 
откуда 
пов. 
Ао 

Тело, достигнув самой высшей точки, начнет возвращаться, и движе- 
ние его выразится формулами (а’), (5’), (<'} предыдущего параграфа, 
„скорость его в точке прикосновения с поверхностью земли дана будет 
‘уравнением 2248 — } -+- 48 


та 

Из сего уравнения видно, что © <В, т. е. скорость, которую приобре- 
тет. тело, достигнувши поверхности земли, будет менее скорости В, 
< которою око было брошено вверх. Предоставляем нашим читателям 
извлечь следствия из формул (а), (3), (1) и сравнить оные с уравне- 
ниями (а’), (5’), (с'). Мы удовольствуемся рассмотрением, что сделается 
< уравнениями (а), (9), (1) в случае а—=0; формула (а) доставляет 


{«') э=8— 81. 
Дифференцируя уравиевие (8) отвосительно а, нахожу 


Зее“ х ое + 8203 аё 
подставляю а=0, нмею 


, 8. 
#) хи 85 
Наконец, дав уравненяю (1) следующий вид 
2789 * | Я 
а Эр? 


и делая а=0, найду 2 =х = —9*, откуда 
[© ча= — ах. 


Убеждаем наших Читателей заняться отыскиванием форыул (а), (В°), 
(1) чрез непосредственное интегрирование уравнения, относящегося 
х движению тела в пустоте, 
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13. Я заключу сию лекцию рассмотрением движения точки мате- 
рнальной в пустоте, подверженной действию силы тяжести, которая 
изменяется, как известно, в обратном отношении квадрата расстояния 
до центра земли. 

Назовем радиус земли чрез г и чрез х — расстояние от земной но- 
зерхности, считаемое на продолжении /, в котором находится движу- 
щаяся точка в конце времени #; сила, действующая на точку, будет 
ВЫ где # есть сила тяжести на поверхности земли; уравнение 
движения будет 


яли, разделяя на т, 


т! 
умножая на 24% и интегрируя от предела #==0, найдем 


4 __ 


следовательно, 
(А) 


откуда 


предполагая 7—0, нахожу выражение 5; для наибольшей вы- 


соты, до которой точка может достигнуть. Дабы выразнть х через #, 
вх 


заметим, что о, откуда 4 


я и последовательно 


Ро 


х Ех °_ 
ЕЕ т 
я“ 


Предположим 22г-_81>>0, после интегрирования найдем 


или 
Во В+и 
= р 


= "а 9 у2 
ни 


гс чае Зет кво 


"), 


— 4 — 


Ё в х вайдется чрез простое подстановление. Рассмотрим случай 
2ет——0; будем иметь 
а 
г+х* 
Для т==0 нужно, чтобы х было равно сл; извлекая корень квадрат- 


ный, подставляя Е вместо © и интегрируя от предела {==0, найдется 


следственно Х сделается бесконечным для ==. Итак, точка мате- 
рнальная, брошенная вертикально со скоростью В=И Э&т, не возвра- 
тится уже на поверхность земли, а станет все более и более от нее 
удаляться, тем паче, если 8>> Ух. 


ЛЕКЦИЯХ 


Интегрирование дифференциальных уравнений, 
движения материальной точки 


1. В сей лекции мы изложим способы, доставляемые трансцендент- 
ным анализом для решения уравнений движения свободной матери- 
альвой точки. Но, желая упростить вычисление, будем рассматривать. 
движение по плоским кривым, предоставляя читателю приложить сни 
способы к движениям по кривым, начертанным в пространстве. 

Отнесем движущееся тело к прямоугольным осям, проведенным 
в плоскости его движения, и означим его массу чрез т; х, у будут 
его координаты; Х, У будут суммы проекций по осям координат сил, 
действующих на массу 1; #—- время. По предыдущему уроку имеем 


Пусть данные силы будут такого свойства, что количество Хах-н Уау 
может быть интегрируемо. Это имеет место всякяй раз, когда тело: 
побуждается силами притяжения или отталкивания, исходящими иэ: 
неподвижных центров и пропоркиональными функциям расстояний от 
сих центров, из коих некоторые могут находиться в бесконечном отда- 
лении от тела, что сделает силы, сим расстояниям соответствующие,. 
постоянными по величине и направлении. 

Подожям, как в предыдущем уроке, Хах-+ Уау= тат, будем 
иметь 


в 

а д 
а) ее 

ав ду° 


Вот уравнения, которые должно интегрировать. Для сего первое: 
умпожив на 4х, второе —на Ду сложив, имеем 


дек 
ав 2; 
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‘интегрируя, получаем 
ака 
242 


где а — произвольная постоянная. 
Для краткости положим 


4 _ 
ЯР, 


тогда послелнее уравнение будет 
РР о. 
{2) эт -е-на. 


Теперь нужно постараться найти еще другой интеграл уравнений а), 
чтобы решения их сделать зависящими от двух только уравнений 
первого порядка; но в общем виде сие достигнуть нельзя, ибо инте- 
грал зависит от свойства функции $. Положим, что каким-нибудь 
способом, употребив, если нужно, уравнения (2), мы нашли сей инте- 
грал, напр. 

3) Ир» Ч, х, у а, =0, 


где а и 8 — произвольные постоянные. Уравнения (2) и (3) — первого 
порядка. Таким образом сделан большой шаг в решении вопроса. 
Исключив 4 из уравнений (2) и (3), найдем уравнение в х, у, 4х и 4у, 
которое будет принадлежать описанной кривой; проинтегрировав это 
уравнение, определим время & как это легко видеть, помощью про- 
стой квадратуры. Нащедши интегралы {2) и (3), нужно еще решить 
„дифференциальное уравнение и интегрировать дифференциальную 
формулу. 

2. Мы покажем в этой статье, что нашедщи интегралы (2) и (3), 
весь вопрос можно решить ужг посредством одной квадратуры. Для 
‘сего заметим, что уравнения (2) и (3) доставляют для р и 9 функции 
переменных х, У; @ и В суть количества постоянные, следовательно 


2х р „др Эр 0% 
ИР Ч дух 
Чу 20 09 


— р 
м Рок Чу ду, 
С другой стороны, дифференцируя уравнение (2) в предположении, 
что ри 9 суть функции х, у, найдем 
9 94\ И) 9. д. 
(р +45 4х-+- [рана 4у= в, 


‚следовательно 
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откуда 


94 
8х 


Итак, формула рах-н44у есть полный дифференциал, каковы бы 
ни были дх и ау, и чтобы их не смешивать с дифференциалами хиу 
относительно времени, будем их обозначать чрез 5х и 8у; предыдущая 
формула обратится в 

р8ха8у=80, 


© есть конечная функция от х, У аи 8. Дифференциал рах-+ ду, 
будучи полным дифференциалом при любых а и 8, останется тако- 
вым же и по изменении аифв ааа, В-+- 46, следовательно 


Г бр / 94 94 а ю 90 го 
(р-р а ао 46] цв ока), 
откуда 
* Рак 9 ау 800 
да даа 
др 99,00. 
о-в 8—8: 


вместо &х поставив 4х=раЁ и вместо 8у поставив 4у—49%, имеем 


Но, дифференцируя уравнение (2) относительно количеств а и В, 
получаем 


др 104 
Рог "Ч да 
р 94 
эр 905220, 
что интегрируя, получим 


д 
Е =ЕЁ-НЕ 
да 
4 98 „ 
95 —6, 


<, в’ суть произвольные постоянные. 

Поелику © есть конечная функция от х, аи В, то и проязводные 
Е и Е будут также функции конечные, следовательно уравнения (4) 
суть ивтегралы, заключающие в себе решение вопроса. Последнее из 
<их уравнений представляет свойство описанной кривой, первое дает 
время # для каждого положения движущегося тела иа кривой. Раз- 
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рещив эти уравнения относительно х и у, определим положение тела 
для каждого мгновения. 

3. Что касается до количества 9, то оно доставляется интегриро- 
занием формулы р8х-+-98у, которую мы заменим чрез рах-на ау; 
чтобы иметь интеграл сего количества нужно поступать по известным 
правилам интегрального исчисления, а именно: нужно наперед инте- 
грировать р &х относительно переменной х, потом составить выражение 


ь бр, 
“-[2& 4у н интегрировать оное относительно у, начиная от 


какой-либо величины сей переменной, напр. от у=0, наконец сложить 


сий две квадратуры 
у 
фев 


8 


Е Ах! 4 1, 


что даст для величины ©: 
Грек | Е д [рака — о, 
8 $ 5 


8 
откуда ясно, что рр (у, Ро означает величину р при у=0о 
$ 


итак, 


у 
[раж рьах-- ИЕ ахду, 
ы 5 

следовательно, подставив сие выражение вместо 1 рах, имеем 


= [рьбкч- [445, 


о означает величину 9 при у==0; итак, для большей симметрии можно 
ВЗЯТЬ 


2 


фра Гану (расе [о 
5 


ибо можно еще найти 


: 
о [рак [44 
[ я [4 


Итак, для интегрирования уравнений 


вх бу 
ай ах’ в 
надобно сыскать сначала нх первые интегралы, из коих один есть 
ие 
5 


==$ + а, другой же найдется по правилам, свойственным каждому 
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частному случаю, потом составить дифференциал рах--9ау, в кото- 
ром ри 9 суть функции х, у, взятые из двух первых интегралов, и 
который будет непременно полным. Означив чрез 8 интеграл сего 
дифферевциала, получим конечные уравнения 


с, в, 
которые содержат решение вопроса. 
Мы заметим еще, что как 
а к) 
и 
ре и ах-+ М м 4), 


-то бывает иногда проще прямо искать интегралы 
(:] 99 ^ ‚Эр 94 
{@ы-чиц, | (5+4, 


не переходя чрез интеграл {о 4х+-9 45). 


ЛЕКЦИЯ Х 


© движении натериальной точки неевободной; 
движение по данной новерхноетн 


1. Тенерь займемся движением материальной точки несвободной, 
т. в. точки, которая, по причине представляющихся препятствий, не 
может принимать всех возможных перемещений. 

Может случиться, что движение материальной точки, удерживаемой 
препятствиями, ни в чем не будет развиться от движения точки совер- 
шенно свободной; это может иметь место всякий раз, как скоро снлы 
стремятся произвести перемещения, дозволенные препятствиями. Но 
как весьма часто препятствия делают невозможными перемещения, 
которые произвели бы силы, если бы тело было свободно, то в этом 
случае движение будет различно от движения тела свободного. 

Препятствия могут изменять и абсолютное состояние движущегося 
тела, имеющее место без содействия какой-либо силы, ибо может 
случиться, что прямая, которую тело стремится описывать по своей 
недейственности, находится между невозможными перемещениями. 
Посему препятствия изменяют не только действия сил, но и действия 
самой инерция. 

Мы сейчас покажем главное начало, по которому движение точек 
стесняемых препятствиями, может подлежать вычисленяю. 

Означим чрез Р равнодействующую всех сил, приложенных к телу 
в конце времени &, и чрез х — скорость тела вту же эпоху. Проекция 
на какое-либо направление движения, сообщаемого телу в бесконечно 


малое время а сверх движения, происходящего от иверции тела, 
Чо совы) ан 


есть 3х, где ® есть угол, составляемый прямою проекций 


< касательною, к описываемой кривой; этой перемене состояния тело 


представляет сопротивление, которого проекция на сию же прямую 
тзё (о со в) 4 
есть — т о >, т означает массу тела. Означим сие сопротивление 


чрез О. Сила Р должна уничтожать сопротивление ©), уничтожать его 


совершевно, и в то же время не производить никакого другого дей- 


а 
ствия, без чего ре не представляло бы количества перемены состоя- 
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вия. Итак, О и Р никакого не должны производить действня, т. е. 
перемещения, получающиеся от их действия, должны находиться 
в числе перемещений невозможных, Озвачим чрез А их равнодей- 
ствующую; А должна стремиться производить одни лишь невозможные- 
перемещения. Ибо очевидно, что для того, чтобы сила, неравная нулю, 
не производила никакого действия, надобно, чтобы она стремилась. 
перемещать тело в направлениях невозможных перемещений, вслед- 
ствие сопротивления, встречаемого со стороны препятствий, и наоборот, 
чтобы у всех возможных перемещений она не стремилась вызывать. 
ви одного. 

Сейчас перед нами возникает вопрос: как определить, каковы же 
те перемещения, которые некая данная сила А способна произвести, 
и каковы те, которых она никогда не произведет? 

Чтобы правильно понять сей вопрос, заметим, что если материальная 
точка свободна, сила А переместит ее за мгновение 4 по своему 


ав 
собственному направлению на количество А. Но если перемещение- 


по направлению силы А невозможно, то из сего не будет следовать, 
чтобы состояние тела не подверглось изменению; се может произойти 
в направлении, отличном от направления А. Вопрос, которым мы 
займемся, ‘заключается в определения всех направлений, по которым 
сила Ю может перемещать тело таким образом, что если перемещения 
во всех этих направлениях невозможны, сила Ю ни вчем не нарушит 
положение материальной точки, если же перемещения в некоторых 
из этих направлений являются возможными, то сила Ю изберет одно 
из них, чтобы передвинуть по нему точку. 

2. Посмотрим же, каковы те направления, по которым сила Ю 
способна передвигать массу #1. 

Прежде всего очевидно, что если сила способна вызвать переме- 
щение по какому-либо направлению, то невозможно, чтобы она когда бы 


то ни было вызвала перемещение в напра- 


влении противоположном. Е ы 
Из этой аксиомы непосредственно сле. 
дует, что сила не может переместить ма- 2 
я 


териальную точку в направлении, образу- 
ющем с ее собственным направлением пря- Черт. 13, 

мой угол; иначе из двух перемещений, со- 

вершенно тождественных для данной силы, одно могло бы совер- 
шаться, а другое не могло бы. 

Теперь мы скажем, что всякое перемещенне по направлению, обра- 
зующему острый угол с направлением силы, может быть произведено. 
Действительно, пусть будет АА (черт. 13) сила Ю, АВ — направление, 
составляющее с Ю угол меньший, чем : ;допустим, что перемещения 
во ДВ явятся единственно возможными, и заменим силу А чрез две. 
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<илы АВя ДС, из которых последняя перпендикулярна к АВ. Каждая 
из двух сил АВи АС будет стремиться переместить точку т так, как 
если бы другая сила не действовала вовсе; но АС, не имея возмож 
зости, согласно вышесказанному, перемещать точку по АВ, совершенно 
не переместит ее, так как всякое другое перемещение невозможно; 


что же до силы АВ, то она по необходимости переместит точку, по 
«<воему собственному направлению, на количество Ав. и. Отсюда 
получается, что сила А переместит точку на то же самое количество 
АВ. 48 _ Всозй 66 
тт 2’ 

Раз сила может перемешать подвижную точку 1 по направлению, 
<бразующему с его собственным острый угол, из этого вытекает, что 
«она не сможет произвести перемещения ни в одном из направлений, 
которые составили бы с ее направлением тупой угол. 

Итак, „любая сила способна перемещать материальную точку во 
всяком направлении, образующем с направлением силы острый угол, 
и ви в одном из таких, которые образуют с направлением силы прямые 
нли тупые углы“. 

Чтобы применить предыдущие соображения к равновесию силы А, 
т. е., чтобы выразить, что сила Ю стремится производать одни лишь 
невозможные перемещения, означим чрез 6 угол, составляемый силой В 
< каким-нибудь направлевнем; для всех направлений, параллельных 
возможным перемещениям, мы должны имеёть 


где @ обозначает угол ВАЮ, 


08050, 


причем неравенство не исключает равенства, ибо возможные переме- 
зцения могут составлять с направлением силы и прямые углы, но 
лишь бы они не составляли тупых углов, я уничтожение силы будет 
обеспечено. 

3. Возвратимся теперь к подвижной точке, стесняемой в своем 
движении препятствиями. Условия ее Движения заключены в неравен- 
<тве с058< 0, но дабы развернуть нх таким образом, чтобы мы могли 
им давать применение, надобно знать, каковы же те перемещения, 
кои становятся невозможными по причине сопротивления препятствий, 
что позволит привести в известность и те перемещения, кои остаются 
возможными; а за сим придется лишь применить к сим последним 
неравенство с058 < 0. 

Предположим сперва, что подвижная точка помещена на поверх- 
ность непоколебимого твердого тела. Так как все перемещения во вне 
этой поверхности, а также по самой поверхности возможны, то сила А, 
чтобы ни с которым из них не образовывать острого угла, должна 
быть направленной по нормали к поверхности внутрь твердого тела, 
Итак, если мы отнесем поверхность и подвижную точку к осям коор- 
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диват, обозначая чрез », в, % углы, которые наружная часть нормали 
к поверхности тела образует с осями, то мы получим—Асоз^, —Асозв, 
—Ас05°, как выражения составляющих А по осям. Означим теперь 
чрез а, В, 1 углы, образуемые движущей силой Р с осямн координат, 
тогда у нас будет 


в 
Рсоза— т — АсозХ 
Ре т ЮсозЬ 
Реозт— т = Ксозч. 


Сни уравнения, вместе с уравнениями данной поверхкости, будут 
достаточны для определения движения точки. Сила В прелставляет 
давление, претерпеваемое поверхностью. 

Важно заметить, что предыдущие уравнения должны дать для 
Юлвеличину положительную. Следовательно, если случится, что от 
известной энохи А сделается отрицательным, то это будет означать, 
что сила 7:4 переменяет свое направление или начинает отделять 
материальную точку от поверхности; отдел сей, не находя никакого 
сопротивления, последует необходимо, и материальная точка сделается 
совершенно свободною; от сих пор уравнения движения материальной 
точки по поверхности сделаются уравнениями движения свободной 
точки, а именно Р 

Рсоза —тзи=0 
Рсоз8 — т р —=0 


Ре т 0. 


Итак, пока матернальная точка находится в прикосновении с поверх- 
ностью, которой уравнение прадставим так: {(х, у, 2)==Ё==0, ее 
движение определяется следующими уравнениями 


@х 
тар ==Рсоза+-Ас0зА 


ту == Рсозв+- Ксозв 


#2 __ 
тан==Р 031+ Юс03 у. 
Е=0 


и чрез неравенство Ю>>0; как скоро сие неравенство ме удовлет- 
воряется, точка оставляет поверхность и делается совершенно свобод- 


ною. 
4. Положим теперь, что материальная точка осуждена оставаться 


за поверхности Г==© неподвижного тела и не может от иее отде- 


8 (обр, соч. №. В. Острогравекого, т, 1, ч.2 
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литься, так что все перемещения, возможные для точки, будут по сей 
поверхности. Сила А, чтобы не составить с сими перемещениями 
угла острого, должна быть нормальна к поверхности неподвижного 
тела, как в случае возможности отделения точки от поверхности; 
однако ж нет необходимости, чтобы она была направлена во внутрь 
поверхности, она может иметь и противное направление. Из этого 
следует, что проекция силы по всем координатам будет А соз^, 
2 Юсозр, --Ас0$9 или под вндом простейшим — Юс0$1, — Юсозу, 
—Юс08у; здесь В не означает равнодействующей сил Ри О, но проек- 
цию этой равнодействующей на то из направлений нормальной к поверх- 
ности Г. ==0, которое обращено во внутрь неподвижного тела. Оставляя 
Ю положительным, найдем уравнения движения 


х 


- 

тт — Рева Юсо$А 
ву = 

тн == Рсоз ВЮ созь 


4 __ = 
тан Рс0$1= со», 


Е==0, 


Ю представляет давление, выдерживземое поверхностью 2 ==0; оно 
будет ваправлено во внутрь неподвижного тела, когда будет взят 
знак (+) плюс в предыдущих уравнениях; а в иротивную сторону — 
когда будет взят знак (—) минус. 

5. Если материальная точка находится в покое нли в равномерном 


@х ау а 
движении, то имеем 3:==0, „а==0, а ==0, и уравнения $$ Зи 4 


сделаются 


0 == Рсоза+ ЮсозХ 0 —Рсоз* Юс0$Х 
0—2 с0$В-+ Юсозь 0— Реоз В -Е Юс0$в 
0 — Рсоз1-+-АВ с05* 0-= Реоз1 = Юс05% 
Е=0 1=0, 
откудв найдется Р=А и 03а с0$^, с0з В: с05 р, с031 с05%, 


т. ©. дая точки, положенной на поверхности, сила Р должна быть 
нормальна к сей поверхности и направлена во внутрь неподвяжного 
тела, а для точки, подверженной оставаться на поверхности, всегда 
найдем Р—А и с0за 60$, созВ=-созр, сов1== 5-08; след- 
ственно, сила Р должна быть просто нормальна к поверхности, 
в какую бы сторону она впрочем ни действовала. 

Предположим, что материальная точка находится на шаровой поверх- 
ности ин побуждается силою Р, параллельною оси х; будем иметь 


а==0, В 5,1 5, 60$ А 2, сов %, = 


р; Я, У, 2 означают 
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координаты точки, г — раднус шара. Уравнения равновесия сделаются 
для точки материальной, положенной на шаре 


* 

0=Р-+Ю* 
ЮУ 

0—7 


а для точки, подверженной на нем оставаться 


0=Р=А* 
—РУ 
0=^5 
В 
9=9= 
эуе 


Следствевно, у=0, 2==0, ЮР будет в обоих случаях, ах=—х 
будет иметь место для первого, х==/—- для второго. 

6. Чтобы показать приложение формул, относящихся к движению 
точки по данной поверхности, предположим, во-первых, что точка 
находится на наклонной плоскости и побуждается силою тяжести. 
Зозьмем ось 2 к наклонной плоскости, а у— горизонтально; означим 
чрез @ угол, составляемый 1 с вертикальною; будем иметь 


с0$ ибо 608^=0 

<0$8 сов в—0 

60$ {== — с0$8 6087=1 
#=0, 


а посему 
4х _рз} 4 —^А: 
т’ 5 =Рзть т ав =0, Рсоз8=А; 


последнее уравнение показывает, что сила Ю положительна, покя 
<: положим, что это условие удовлетворено, тогда движущаяся 


точка останется на наклонной плоскости; ивтегрируя другие уравие- 
ния движений в предположении, что первоначальная скорость равва 
нулю и первоначальное положение движущейся точки соамещается 
< началом координат, найдем 


ах 
# 


Р,. Ре. 
пез х=щу те у=0. 


Следственно, движение будет равномерно ускорительное, нак будто 


бы точка была свободная и движима силою, равною Р зп 0, параллель- 
Ною оси х, 
*а 
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Возьмем за второй и последний пример движение точки материаль- 
ной, положенной на шаре и побуждаемой силою тяжести, Пусть перво- 
ачальная скорость будет равна нулю в первоначальное положение 
точки на шаре опраделено координатами х =а, У==0, 5==5. Принимая 
ось 2 параллельною и противною направлению тяжести, будем иметь 


=, пух, ти Р+ЮХ. 


Ява первые уравнения дают 
ху ух 
ая 0 


или ватеграл 
хау— у4х 
& 


, 


разшый постоянному количеству; но для {==0 будем иметь #0 


9—0, а посему хду— уйх=0 или 4 (2) 0, коего интеграл 


у==сх, при Ё==0, должен быть 0==с4, следовательно с==0, итак 
„у==0, то и последовательно уравнения движения призедутся к 


#х ы #2 2 
тен=А;, Па —Р-+Ют, ай -м, 


откуда извлекаем 


тах фх --агь 
пе р 
а. 
В 


нитегрирование первого из сих уравнений дает ^^ — (6 —2), и как 
хх 242==0 п хфх-- 20 4 4-4, то второе из тех же уравне- 
инй сделается — то* == — Ре-+- А», откуда ВР Е (3г— 25); 
следственно $ должно быть положительно, дабы Ю было таким; но у: 
че будет положительным, пока 2 не приведется к 1 цосле чего 


точка оставит поверхность и сделается совершенно свободною. Как 
холько станет 


хах 24г=0 


откуда 
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р 
делая для сокращения „==, получим 


а 
УЕ 


Интегрируя, начиная от #=0, найдем 


делая 2=гс0$8, р==7с038, будем иметь 


ов ИЕ 4 
Ут | узаеви узи! 


полагаю 
А 


= 
2 


6 с 
об оз те 
— со йу 


в в 
ля. а 
эту 


отнула 2 са 
ее, 
ия 
следовательно 
4 
У 1-е» 
и посему 


г.в в, 
Ух | Иова 


шлё 


количество $ дано уравнением вп , следственно посред- 


ством количества ф найдем /, хи 2; в самом деле, 
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сов — сом ие о 
Д==7с0$0 =- $ —, 
т со ие 


зв со 


х=гзшо 


наконец, имеется хи 2 в функции #; помощью формул 


= 
гов созати |/ Е 


ИА 
1 со уши 

с058, — сов? ия атЕ 
нии 


1 сое эатё 


2 
сни формулы имеют только место до 2=5.6 для сей эпохи 


(2) 3 м, ыО 
д 


и после точка сделается свободною. Убеждаем нантих читателей про- 
должать исчисление ее движения. 


ЛЕКЦИЯ Х 


Движение натериальной точки, постоянно находящейся 
на данной кривой 


1. Рассмотримтеперьдвижение точки материальной, постоянно пребы- 
вающей на данной кривой, Назовем, как в предыдущей лекции, чрез 
Р равнодействующую движущих сил, чрез О-— силу инерций, чрез 
Е — равнодействующую сил Ри 0. 

Сила А должна быть неспособна произвести хотя бы одно из воз- 
можных движений, но как возможные движения в настоящем случае 
направлены по касательной к данной кривой, то сила Ю, чтобы не 
составлять ни с одним из двух направлений касательной угла острого, 
должна быть направлена нормально к кривой. Пусть *, в, у означают 
углы, составляемые нормальною к кривой с осями координат, и пусть 
сила Ю совмещается с этою нормальною, тогда составляющие силы по 
осям координат будут В соз^, Юсозр, Юс0з%. Назовем углы, образуе- 
мые с положительною полуосью координат силою Р, чрез а, 8, 1, также 
чрез х, у, =--координаты движущейся точки, будем иметь 

Рсоз ат Юсоз 2. 


(1) Рс0$8— та 


А созв 
#2 
Реоз1—тдЕ=А со, 

Ю называется давлением, претерпеваеным кривою. К сим трем урав- 
нениям нужно прибавить два, М=0, 2==0, выражающие свойство 
кривой; М и Г суть функции от х, у, 2. 

Умножив первое из уравнений (1) на @х, второе — на &у, третье — 
на 42 и сложив, найдем 


т их оне. — Р(ахсоза + йусоз8-- 42 с0$1), 


ибо легко видеть, что 4хс0$ А+ 4с0$# + 42с08%==0; но выражение 


4х соза + у 058 + 42 сот 
=_в 
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представляет косинус угла, составленного силою Р с касательною 
к описанной кривой; называя сей угол чрез $, будем иметь 


[6] т со 845. 


Уравиение (2), соединенное с М=0, 2—0, послужит к определевию 
координат х, у, 2 движущейся точки в функции времени; уравнения 
{1} доставляют напряжение и направление К. Итак, для движения по 
данной кривой механика доставляет одно только уравнение, которое 
в соединении с уравнением кривой, данным геометриею, решает все 
задачи, относящиеся до движения материальной точки по кривой. 


2. Уравнение 
та 


5— = Рс0$ 645 


нмеет место и в случае движения материальной точки свободной н 
в случае точки, принужденной оставаться на поверхности или на 
данной кривой. Оттого сие уравнение весьма замечательно; его назы- 
вают дифференциальным уравнением живой силы; название же живой 


силы придают количеству ей Это уравнение доставит всякий раз 
величину квадрата скорости 90°, когда Рсоз65 будет полным диффе- 
ренциалом, и интеграл оного определит живую силу т. Но очень 


легко доказать, что Рсоз645 каждый раз будет полным дифференциа- 
лом, когда точка т побуждается каким ни есть числом сил, притя- 
тивающих или отталкивающих, исходящих из постоянных центров и 
зыражаемых каждая известною функциею их расстояний до сих цен- 


тров. В самом деле, пусть будут г, г’, Р',... расстояния т от постоян- 
ных цевтров, К), /("),...— им соответствующие силы, а, ©’, а",...— 
углы, составляемые силами /{), (>), ... с касательною к описанной 


кривой, будем иметь 
Рсоз@ = Кр) сова {(") соза' +... 


'Из геометрии известно, что созаф == 4”, соза' = 4", след- 
ственно 
Рсо5% 48 =— Др аер)аг +... 


Знак (+) должен быть взят для всех членов, относящихся к отталки- 
вающим силам, а знак (—) берется для членов, принадлежащих к силам 
притягательным. 


Предполагая Рсоз845 полным дяфференциалом, интегрирование 


‘уравненая "ах — Рсоз 045 доставляет 


ми = [Рсоз6 4. 
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Ивтеграл взят в должных пределах. Но так как Р 05645 есть пол-- 
ный дифференциал, то интеграл [ Рсозв4 будет заключать только 


количества, относящиеся к сим пределам и вовсе не будет зависеть 
в 

от промежуточных количеств; следовательно, разность я 
живых сил относительно двух эпох исключительно зависит от двух 
положений точки в сии эпохи, а не двух промежуточных ее положений. 

3. Приложим сей вывод к движению точки, побуждаемой силою_ 
тяжести. Тогда Р будет означать вес движущейся материальной точки, 
а следовательно, будет постоянным количеством; полагая х, у, 2 
координатами т и принимая 2 параллельно направлению силы тяжести, 


ея 
будем иметь соз845==42, следовательно т-5`==Р42, которого взяв- 
интеграл в пределах #=0 до # соответствующего 2, имеем 


2Р 
я Ри 
НР (, 
где В означает скорость в мгновение #=0 и # в то же мгновение равно г, 
Положив Ра, Е— }==и, будем иметь 
= 2. 


Если означим чрез # высоту, с которой 
падая тело в пустоте прнобретет скорость В, 
будем иметь 


— Эй 


и, следовательно, 


7 
9 == (и). Черт, 14. 


Из этого уравнения явствует, что скорость в какое-нибудь мгнове- 
ние есть та же самая, как и скорость точки, свободно падающей 
с высоты (#-н и). Количество и может уменьшаться и даже сделаться 
отрицательным, т. е. матернальная точка опустившись может еще под- 
няться вверх до известной высоты выше своего первоначального по- 
ложения, но очевидно, что она выше количества #й над первоначаль- 
ным своим положением подняться не может; на сей высоте скорость 
@е сделается равною нулю, и она начнет опускаться. 

Положим, что черт. 14 представляет кривую, описанную точкою, 
начиная от первоначального ее положения В. 
_ Пусть будет аб=ёв, физеи; тогда скорость точки в т-будет 
УзЕ(#-+и), дошед до С, точка будет иметь такую скорость, как и. 
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в В, т. е. свою первоначальную скорость; в точке 2’ ее скорость 
будет нуль, и точка начнет опускаться, после опять возвышаться, 
перейдет В и возвысится до А, после опять начнет опускаться и, 
таким образом, будет делать качания, т. е. беснрерывные движения 
между точками А и О. Из сего легко видеть, что движущаяся точка 
на переход из А в О употребит время, равное тому, которое упо- 
требляет на переход из О в А, ибо каждый элемент кривой на пря- 
мом. и на возвратном пути описывается с одинаковою скоростью; не 
менее очевидно, что если кривая такова, что две ветви АР и ОР, 
считая от нижайшей точки Р, могут быть разделены последователь- 
ным рядом горизонтальных плоскостей на элементы равной длины, 
т. е. чтобы каждый элемент ММ’ был равной дливы с элементом МА", 
заключающимся между теми же самыми горизонтальными нлоскостями, 
то две ветви АР и ОР будут перейдены в равные времена, ибо все 
элементы равной длины будут описаны с одинаковыми скоростями. 
4. Приложим предыдущие выво- 
ды к тому случаю, когда описанная 
8 де кривая есть вертикальный круг АМРВ 
(черт. 15). Предположим, что А есть 
первоначальное положение движу- 
щейся точки и что #==0, т. е. что 
точка в начале времени была в ло- 
кое. Означим АС чрез е, ОМ — чрез 
р 2, скорость в М — чрез 9, время — 
2 чрез #, будем иметь 


Черт. 15. 
ерт. 15. УЕ а 


означим радиус круга чрез ", угол АОР — чрез а, угол МОР— чрез 
<, будем иметь 
==7соза 
2=гс0$ в, 
следовательно 


ИЕ озь воза) = ча: *. 
о" (С05® —соза) зу ча = м 5; 


означая пройденное пространство АМ чрез $, имеем 


где 


следовательно 
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откуда 


«в 


шУ==— и 
И 
2 2 
Это уравнение непосредственно доставит отношение между Ё и %; 
мы будем искать только время с, которое движущаяся точка упо- 


требит для совершения полукачания АР, основываясь на предыдущей 
<татье; удвоивши, получим время целого качания. Последнее урав- 


нение дает 
в 
т=— | 


ВН « 
эт > — зе. 


и 


й 
предполагая 
ев 
та = м у япе, 
имеем — 
— зи" = с05? 
за све 500549 
45 РА ва, 
са аи у зийо 
следовательно 
@ 


У 1 о 


Итак, если означим зп 5 чрез # и заметим, что 2 есть нуль, когда 


2 


=., когда «==а, то будем иметь 


=, 


Уг-#е 


Если приведем в движение другую точку по другому кругу и 
т й 
назовем время полукачания чрез 5 Г", чрез/—радиус сего круга и пред- 


положим, что угол а останется тот же, как и прежде, получим 


: 
т-аУТ| [2 


следовательно 
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т, е. времена качаний находятся в отношении квадратных корней 
радиусов. 

Геометры много занимались трансцендевтными функциями вида 

; оня назвали их эллиптическими интегралами пер- 

ет УТЕНыЕе , р р 


вого рода и составили для них таблицы, доставляющие величины этих 
нвтегралов по данным фи #. 


Ех 


з 
В 4 

ас = ил- 

В частном случае 9==5 фушщию || УТРУ называют пол. 

ным интегралом. Предположим, напр. «==60°, будем иметь #== 


== з=а 3—5, но в таблицах эллиптических функций найдем 


2 


Ух =—1. 6857503548, 


< ъыя 


следовательно в случае «==60? будет 
= . ; 
Т-=2 Иа. 6857503548); 


есля «—90°, то упомянутые таблицы доставляют 


=1. 8540746773, 


следовательво для а=90° 
= 5. 
т=2/ Та .854074673). 
Предположим, что движущаяся точка во время 6 делает п кача- 


вий, следовательно одно качание <овершится во время 4, а посему 


з=т= ИЕН Уря т , 


з 


С 


или, называя для простоты Ев чрез Р(#), будем иметь 


(Ну, 
=; 


помошью сей формулы определяют силу тяжести в данном месте. 
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= 


разложить в сходящуюся 


2 
Очень легко функцию | УПРАВ 


строку по степеням #1; в самом деле, 
1 = теме иие-+.. 


И -Раь 
1.3.5 "1. ттт +..., 


=: 


‹ледовательно, делая для сокращения 


0 и, 


ыы я 


имеем 


2" 1 с0$ 2, 


гв". 1.3.5... —1 
оф 2.4.6... 546...б—20т+8 


ибо известно 


з 


следовательно, по причине | <03 249 4%==0, где & есть число целое, 
3 


навдем 


итак, 


И: ЛИНИИ 


У Язте 
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5. Рассмотрим еще случай, когда точка движется по цвклоидаль- 
ному. жолобу АМСМ’А‘ (черт. 16). Пусть А представляет первова- 
чальное положение точки, которой начальная скорость есть нуль. 
Когда точка придет в М, тогда скорость т? будет=У Эви; называя В 
чрез и и координаты АБ и МК называя чрез й и 2, будем иметь 


ий —2 
и 
9=У2@— 2). 
Озиачим лугу М’ чрез / СМ чрез 5, будем иметь пройденное 

пространство 
АМ= 

следовательно 

48 

‘в 

я 

Черт. 16. “1 УЕ 


Начертим круг производитель СРО; по свойству циклоиды по- 
лучим 
5=2СР=- Ура, 


г есть радиус круга производителя; следовательно, 


ё=у2г 


2 


п Е 
ы = У:й—э 


т 
Дабы получить время 2 полукачания, нужно только проивтегри- 
ровать предыдущее выражение от 2==# до #==0, что даст 


7 тр тр 
=; ] у У уже. 


следовательно время целого качания будет 


т а 
Увы: 
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полагая 2==й 31, находим 


следовательно 


Итак, время целого качания не зависит от начального положения 
точки на циклоиде: где бы эта точка А ня находилась на кривой, 


всегда время =’, нужное для совершения перехода от А до нижай- 
щей точки С, будет одно и то же. 

6. Так как условия равноресия весьма легко выводятся из условий 
движения, то не находим нужным много распространяться о равно- 
весии материальной точки, подверженной оставаться на данной кри- 
вой. Достаточно сделать в уравнениях 


в, 
тех —Рс0$«—Ас05^. 


49 _р 

те = с038 — Асов 
т 
тн =Рсоз1— со 


вх Фу в 
производные в, де, ‘ди РаВными нулю, что доставит 


Реоза=ЮсозА 
РсозВ=Юс08 
Реоз1=8 05, 
т. е. сила Р должна быть нормальна к кривой. 
Положим для краткости 


Реоза=Х Р,с0$В= У, Рсозу=, 
Х=Юсоз^, У=Асозь, 2=Ас08%, 
где предполагается, что 4х, у, 42 принадлежат к кривой. 
Уравнение Хах+ Уцу+ 240 


вместе с уравнением кривой достаточно определяют все обстоятель- 
ства равновесия материальной точки. 

Если одна только сила тяжести действует на точку и ось 2 в03.- 
мется вертикально сверху вниз, то будет Х==0, 7==0, 2 ==весу Р 
материальной точки; следовательно, Ра == == 0, т.е. 42 =0; итак, вообще 
2 будет нанбольшая или нанменьшая ордината кривой. Следственно, 
точка будет находиться в равновесии на самой высшей и на самой 
низшей точке кривой ила вообще в точках, которых ордннаты удо- 
влетворяют уравнению &=0. 


будем иметь 


ЛЕКЦИЯ ХИ 
Относительное движение 


1. Посредством рассуждения об относительных движениях мы до- 
чили до движений абсолютных ивывели законы их дя матернальной 
точки, теперь возвратимся опять к движению относительному и по- 
кажем, каким образом силы, изменяющие абсолютное движение, должны 
„быть видоизменяемы в движении относительном. 

Имея возможность наблюдать только относительные движения, 
т. е. единственно ими только будучи в состоянии поверять начала 
и следствия, прежде изложенные, мы должны говорить об относи- 
тельных движениях с подробностью, какой требует нх важность. 

Если бы известны были абсолютные движения двух движущихся 
тел, только было бы вопросом геометрическим, очень простым, найти 
относительное движение т в рассуждении и’; стоило бы только 
‘определить в каждое мгновение положение т соответственно т"; для 
этого можно употребить прямоугольные координаты, ибо, означив, 
соответственно, чрез х, у, р и чрез х’, у’, 2’ координаты т и т’, 
получим разности х-—х', уу, =—2', которые будут изображать 
координаты т по отношению к п’, и, следовательно, относительное 
положение т будет известао в каждое мгновение. 

2. Если бы мы, ие зная абсолютных положений т и ит’, имели 
все нужное для определения их, то могли бы также найти положение 
которого-нибудь из сих двяжимых тел относительно другого. В самом 
деле, положим, что данные, которые должны определять абсолютные по- 
‚ложения при т’, суть: 1) движущие силы Ри Р’(Р для т, а Р’ для т’), 
2) первоначальные скорости В иВ'с их направлением, 3) первоначаль- 
чые абсолютные положения; тогда посредством сих данных мы можем 
определить абсолютное положение сих движимых тел в каждое мгно- 
вение и потом найти их относительное положение, напр. положение 
т относительно т’, Но можно обойтись и без определения абсолютных 
движений двух движущихся тел, ибо легко найти уравнения, которые 
прямо двют относительное движение одного из иих в рассуждении 
другого, напр. движение п относительно п’. Для достижения этого, 
мы тотчас покажем, что если известно ноложенне т относительно т’ 
з мгновение &, также абсолютные скорости обоих движущихся тел 
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< направлением их движения, то можно найти также н положение т 
относительно шт’ в мгновение #-+- @. Для сего означим, соответственно, 
врез ® и 9’ абсолютные скорости т и и!’ в мгновение &, потом вооб- 
разим себе какое-нибудь направление А, составляющее с направле- 
ниями Р, Р', 9, 9', соответственно, углы А, ^', в, ®’; тела т и т’, дви- 
жущиеся параллельно направлению А, в продолженне мгновения 4 


в 
подадутся вперед, первое на 408 ® ие 603% ы , 
а второе на ©’ 0$ «@Ё--- = с05 ЕВ Е 


следовательно прямая, которая изобразит постоянное, параллельное 
направлению АД перемещение #1 относительно т’, будет 
(9 с05® — 9' 605 ') 4Ё- (=. с08А— р со Хх ) =. 

Так как прямая, о которой говорится, есть, очевидно, не что иное, 
как проекция относительного перемещения #2 на какое-нибудь иа- 
правление А, то сим способом мы получаем проекцию относительного 
мгновенного движения т в рассуждении т’ на какое угодно напра- 
вление, и нам уже легко будет найти количество и направление сего 
движения и потом определить положение и относительно т” в мгно- 
вение 2+4 В начале движения т и т’ мы знали все, что предпо- 
ложили известным в мгновение ь следовательно можем знать н поло- 
жение п относительно м’ в назале движения и после момента мгно- 
вения, ибо для сего последнего мгновения мы можем найти все, что 
нужно знать для определения относительного положения 2 в после- 
дующее мгновение, и таким образом определить это положение, 

3. Впрочем, читатель с первого взгляда мог бы подумать противное 
тому, в чем мы хотим убедить его, т. е. что для определения дви- 
жения т относительно т’ нужно знать абсолютные движения обоих 
движущихся тел. Чтобы оставить эту мысль, нужно только внима- 


тельнее рассмотреть выражение 


(9 с0зю —9'с05') 4 а со5%— сов») Е 


проекции пространства, которое нроходит т относительно т’ в про- 
должение мгновения 4. 

Чтобы совершенно увериться в этом, означим чрез и относительную 
скорость т и чрез 6 угол, составляемый ею с ваправлением А, и по 
положению лекции |] получим © с0$ в == # 0$ 8-9" с05 ®', следовательно 


и с050=0605 ®—9' 605%’, 


откуда, интегрируя относительно времени 


4 (и соз8) _ досове __ 44 50% 
`` = & 


В. Острограйеного, т, 1, 1. 2 
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55“, подставляя их величины 


Р р , 
= 50$ №, ес, 
получим 
исо5 В _Р Рае 
а = т 50$А — +508 ^, 


и, помножая на и, будем иметь 


т(исоз®) 


т обр 
т Рсоз^— „Р’соз >. 


Отсюда видно, что относительное движение определяется уравнением, 
совершенно подобным тому, которое относится к абсолютному дви- 
жению; итак, зная величину и направление # в одно какое-нибудь 
данное мгновение итакже относительное положение м, можно вполне 
определить относительное движение этого тела, не зная решятельно 
ничего, кроме сил Ри Р’, и сверх того, нужно знать одну только 


разность РсозА— Я, Р' 05, которая может быть дана, когда силы 


РиР"' неизвестны. 


Количество Рсоз» те <0$ ' = РеозА- ся с0$ (—^'}, очевидно, 


представляет равнодействующую двух сил Ри а ‚ из которых по- 


следняя взята в противном направлении, нежели сила Р’. Назовем эту 
равнодействующую чрез Ю; означив чрез ф угол, который она образует 
< направлением Л, имеем 


Ксозе == Реоз А — МР оз"; 
тг 


итак, уравнение относительного двяжения будет 


и сольется, таким образом, с уравнением движения абсолютного, про- 
исходящего вследствие действия силы А. Из сего уравнения можно 
сделать такое же употребление, как и из уравнения, относящегося 
к движению абсолютному, Таким образом легко вывесть, что точка #2 
сохранит свое относительное положение в сравнении с точкою №’, 
когда сила А, которую мы назовем силою относительною, будет нуль; 
что относительная сила А, если она не будет нуль, изменяет отно- 
сительное положение точки таким же образом, как бы она изменяла 
абсолютное положение; между абсолютным и относительным движе- 
нием нет ннкакого различия, кроме того, что, вместо силы Р, которая, 
действительно, приложена к телу т, здесь рассматривается сила А как 
сила, побуждающая тело двигаться. Следовательно, все, что мы сказали 
в абсолютном движении, может быть приложено, слово в слово, к двя- 
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жению относительному; надобно только везде, вместо сил, скоростей, 
положений абсолютных, употреблять силы, скорости, положения отна- 


сительные. Можно рассматривать также член Иен как проек- 


кию относительной силы инерции на направление Д, потому что этот 
член, действительно, представляет то, чем сопротивление тела перемене 
состояния больше сопротивления в том случае, когда бы состояние 
его измевялось точно так, как и состояние тела 2". Отсюда следует, 
это уравнение относительного движения есть не что иное, как выра- 
жение равенства напряжения относительных сил движения и инерцив 
и их противоположности в направлении. 

4. Мы могля бы взять все вопросы, которые разрешены нами 
касательно движения абсолютного, и разрешить их снова для дви- 
жения относительного; по для избежания повторения и по причине 
легкости, которую представляет сей предмет, мы просим читателя 
сделать это самому, считая достаточным дать следующие ука- 
зания. 

По данному относительному движению можно определить силы, 
которые производят оное. Для сего нужно поступать точно так же, 
как поступали в лекции ГУ при определении сил абсолютных ло абсо- 
лютному движению. Напр., если тело вращается относительно дру- 
того движущегося тела и’ в плоской кривой и если радиус-вектор 
нервого тела т описывает около и’ площади, пропорциональные вре- 
менам, употребляемым для их прохождения, то относительная сила, 
побуждающая тело т, будет напразляться, каково бы ни было дви- 
жение т’, к сему последнему телу и измеряться количеством (лекция. 


35$ 3} й 
ве 1 @— 
Е). 


Равным образом, если тело т движется относительно #” в прямой 
линии и если оно пробегает пространства, пропорциональные квад- 
рату времени, то относительная сила, побуждающая тело, будет носто- 
янна в величине и в направлении. Так, наблюдая, что тело, падая 
в пустом пространстве на поверхность земли, описывает пространства, 
пропорциональные кзадрату времени, заключают, что относительная 
сила, побуждающая тело и называемая тяжестью, для одного и того же 
тела постоянна в напряжения и направлении. Для различных тел она 
различна, но так как она производит то же действие на все тела, то 
следует, что она пропорциональна массам. В тесиейшем смысле название 
тяжести дают ускорительной относительной силе, которая побуждает 
тело падать на землю, а весом называют относительную силу, свой- 
ственную хаждому телу; веса различных тел относятся между собою, 
как их массы. 

5 
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Начала, изложенные в лекции \, имеют также свое приложение в 
относительном движении, когда требуется определить это движение по 
данным относительным силам. То же самое надобно сказать и об отно- 
сительных движениях, стесняемых препятстввямн; все приводится к 
интегрированию дифференциальных уравнений такого же вида, как н 
в движениях абсолютных; кроме названий нет никакого различия; в 
уравнения движений абсолютных входят силы действующие и силы 
инерции абсолютные, а в уравнения движений относительных входят 
<илы действующие и силы инерции относительные. Что же касается до 
определения произвольных постоянных, происхолящих от интегриро- 
вания, то их можно определить по обстоятельствам движения, отно- 
<ящимся к какой-нибудь определенной эпохе, напр. по скорости 
и направлению движения и по начальному положению тела. 

5. Что касается до определения относительных сил точки т по 
отношению к и’, то их можно найти, как мы сказали выше, всякий 
раз, когда относительное движение точки т будет даво или когда 
известны абсолютные силы, побуждающие т и т’; в сем последнем 
<лучае сила, производящая видимое движение точки ш относительно 
т’, есть равнодействующая сила Ри силы, противоположной Р’и по 
напряжению равной сей самой силе, увеличенной в отношении # к м’. 
Если силы Р и Р’не суть абсолютные, но относительные в рассу- 
ждении какой-нибудь третьей точки #1", то равным образом точку т 
должно рассматривать в ее видимом движении по отношению к м’, 
как будто бы она была побуждаема движущею силою Р-= Р'. В самом 
деле, пусть ©, 9’, 9” будут относительные силы, движущие точки 
т, т’, т’; будем иметь 9“ О’ для относительной силы в отношении 

‚. то ' т’, — т „ 
кт; но так как Р=9— т", Р==0' — пи 9", нли 9=Р- пи 9”, 
9 = Р'-- др 9", о 9—2’ Р-— м, Р’—-результат, который еще 
более показывает сходство сил абсолютных с силами относительными. 

6. Зная относительную силу, которая побуждает какое-нибудь тело, 
еше нельзя сказать ‘ничего решительного о силе абсолютной; сия 
последняя может иметь напряжение гораздо большее или меньшее, 
нежели первая. Налр., известно, что солнце действует на каждый 
элемент земли гораздо сильнее, нежели луна, н между тем в явлении 
морского прилива и отлива луна играет роль гораздо важнейшую, 
нежели солнце. Эта кажущаяся несообразность объяснится очень 
легко, если обратить внимание на рассматривание движения океана 
относительно центра земли. Итак, явление прилива и отлива есть 
действие не абсолютных снл солнца и луны, но их сил, взятых отно- 
сительно центра земли; но нетрудно показать, что одна из этих отно- 


сительных сил, именно та, которая находится в луне, действует гораздо 
<ильнее. 
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Означим чрез М, р и р массы солнца, луны и земли и рассмотрим 
сперва действие массы М на частицу воды @» вымещенную в А 
{черт. 17), а потом действие массы т на частицу &», вымещенную в В. 
Пусть будет Ю расстояние центра земли О от солнца 5, А’ — расстоя- 
ние А5 частицы 4 от того же светила; движущие силы солниа. 
действующие на 4» и на центр земли, будут 


КМ а КМ. 
й Е 


К есть постоянный коэффициент, показывающий силу притяжения для 
массы, взятой за единицу, и при расстоянии, равном единице. Если 
теперь обратить внимание на то, что в центре $ 

земли сосредоточивается вся масса этой пла- 
неты, то найдется, что относительная сила 
солнна, действующая на @», равняется равно- 


действующей сил к и ие, из которых 


последняя берется в ваправлении, противо- 
положном направлению 0$. Означим чрез Хи® 
углы 40$ и 450; получим 


(воз, = 
КМ в 


для относительной силы солнца, взятой в на- 
правлении ОД, т, е. для той силы солнца, по- 
средством которой оно старается удалить ча- 
стицу 4» от центра земли. 

Означив чрез а радиус землн, будем иметь 


ЮЗ = № -+-а* 248 с03), 
Черт. 17. 


следовательно относительная сила солнца в направлении ОА будет 


чрез а означили мы отношение 5, которое почти равняется 2. Пре- 


дыдущее выражение может быть заменено следующим 


/. ш\ 
КМ а о ри) 


д: 


Течно таким же образом найдем, означив чрез г расстояние луны О 


1— аси н 
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1 
до центра земли, чрез 8 — отношение < ‚ почтя равняющееся 5, чрез 
>’ — угол «ОВ и чрез 8 — угол ОзВ‚, — найдем, что относительная сила 
луны но направлению ОВ будет 


‚ хде и ®) т. 
К д» [ 098 — сок — 2 93) 
г 1— + 


Итак, если нужно сравнить относительные действия солнца в луны 
в подобных обстоятельствах, то должно сделать №" ‚ т. е. найти 
действие луны на частицу @», для которой угол «ОВ==«ОА; в сем 
случае сила луны сделается 


ть ( 605. — со — ат ( - 3 зш 3) 
г ТА 


Подставив в эту формулу и в формулу, выведениую для силы 
солнца, численные величины, соответствующие этим светвлам, найдем, 
что сила луны больше силы солнца. Сделаем, напр. Х==0; в этом 
случае будет о —=0 и 0==0; солнце и луна тогда будут находиться 
в зените притягиваемых частиц, и мы получим для силы солнца 


КМ 4 21—а* 
м и 
и для силы луны 
Кт 4 8—8 
в П- 


или, отбрасывая величины порядка а и порядка %, будем иметь для 
силы солнца 


я для силы луны 
Кт @ъ 
(8+3 -+48°). 
Отношение этих двух сил будет 


м ы 1 
=) вь' 


а О 1. м 
т почти = ду, # почти = и „почти =24313000; следственно, отно- 
шение оных сил будет 

24313 ХЭ 


7858 х 3200 ==0.0374. 


ЛЕКЦИЯ ХШ 


© системах материальных точек, об нх моментах ннерции 
и центрах ннерцин 


$. Изложив теорию равновесия и движения одной точки матерналь- 
ной, займемся рассмотрением действия сил на какое-нибудь число 
точек, соединенных между собою так, что одни представляют сопро- 
тивление движению других. Совокупность подобных точек называется 
системою; будем говорить о действии сил на системы материальных точек. 

Для составления системы нужно, чтобы точки производили взаимное 
взияние на движение друг друга, без чего каждая из них могла бы 
быть рассматриваема отдельно, как точка уединенная, и подвержена 
теории, изложенной в предыдущих уроках. Следовательно, для того, 
чтобы точка принадлежала к системе, необходимо, чтобы она не могла 
производить тех движений, которым внешние причины не предста- 
вляют препятствий, не увлекши вместе с собою всех или некоторых 
точек системы. Из этого следует, что если сила, приложенная к точке 
системы, старается переместить оную таким образом, что необходимо 
и прочие точкя должны будут переместиться, то сила в своем дей- 
ствии встретит сопротивлевие, происходящее и от масс точек и от 
сил, приложенных к оным, Это взаимное влияние масс и сил, прило- 
женных к различным точкам, делает невозможным приложение к оным 
законов, свойственных точкам отдельным. Определение действия сил 
на системы точек материальных требует совершенно особенной теории, 
которой изложением мы тотчас займемся. Но прежде всего следует 
объяснить несколько наименований, употребляемых в сей теории, и 
изложить предварительные определения оной. 

2. Для краткости будем называть вперед массою системы сумму 
масс всех движущихся точек, составляющих систему. Моментом инерции 
системы относительно точки А, произвольно взятой, будем называть 
сумму масс всех точек, умноженных каждая на квадрат ее расстояния 
от точки ; итак, если означим массы различных точек системы чрез 


т, п’, т”, т", ..., их расстоянвя от А — чрез г, г’, г", №", ... ло 
сумма 
{1 т тие тит" г 


представит момент инерции относительно сей точки, 
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Моментом инерции системы относительно прямой В называют сумму 
произведений масс каждой точки на квадрат их расстояния от прямой В. 
Следовательно, формула (1), представляющая момент иверцин относи- 
тельно точки, представит также момент относительно прямой, если 
количества г, Г’, Г’, г”, будут представлять расстояния масс т, 
т, т", ... от данной прямой. 

Наконец, моментом инерции системы относительно плоскоств С 
называют сумму всех масс т, т’, т”, умноженвых каждая на 
квадрат ее расстояния г, /', г”, /"", ... от плоскости О. Формула (1) 
изображает также момент инерции системы и относительно плоскости. 
Теперь займемся теориею сих различных моментов и начнем с момента 
относительно точки, потом перейдем к моментам отвосительно прямой 
и плоскости. 

3. Отнесем массы т, т’, т”, ... к прямоугольным осям координат 
и означим чрез х, у, = координаты и; х’ }', 2'— координаты #’; 
Х", у", =" — координаты #1”, и т. д. Означив чрез &, *, © координаты 
точки А, будем иметь 


нео 
ое 


Назовем чрез А’ момент инерции системы относительно точки А; уво- 
требим знак У для представления суммы подобных членов, будем 
иметь КУ фе УЧ. 

Очевидно, что каждой точке А пространства будет соответствовать 
особый момент инерции; если точка А находится в чрезвычайно большом 
расстоянии от системы, то соответствующий момент инержин будет 
также чрезвычайно большой. Ясно, что момент инерции относительно 
своей величины не имеет предела, ибо расстояния г, #’, ^"',... могут 
сделаться бесконечно большими. Но можно спросить, где нужно 
избрать точку А, дабы момент инерции, соответствующий оной, был 


самый наименьший. Для определения места, о котором идет речь, 
достаточно предположить 


что даст 


©) 


Чтобы удостовериться, что сим выводам соответствует самый 
ханменьший момент, отыщем производную второго порядка, которая 
будет эк _ 0К 

в=т- 
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это нас убеждает, что величинаи &, 1, 5, данным посредством уравне- 
ний (2), соответствует наименьший момент инерции, для всех прочих 
точек момент будет больше. 
Удержим буквы & %, $ для изображения количеств Ут, Ут» 
Ут’ Ут’ 
Хи 
Ут 
инерции; означим чрез {, 1’, ©’ координаты какой ни есть точки, тогда 
момент инерции относительно сей точки будет 
КУ Е тети, 
следовательно 
КК и ое беря 
ЕО Утх--(--0У т 
=] @—9) ВУ му — я) яр 
вхо хт 
или, подставив вместо Утх, Уту, Утг их величины Ут, чУт, Ут, 
будем иметь 
КК [Ни 


К=К-+ а ч 6-0», 


но (—2)--(и-—я)-(— С есть квадрат расстояния точки (&, 4, <) 
ст точки (Е, 4', С’), следовательно момент инерции относительно какой- 
нибудь точки равен моменту инерции относительно точки (6, ч, @) 
плюс сумма масс, умноженная на квадрат расстояния сих двух точек. 

Но как момент инерции относительно какой-нибудь точки А зависит 
только от наименышего момента инерции и расстояния А от (Е, 1, $), 
то следует, что для всех точек, находящихся в равном расстоялия 
от (4 9, соответствуют равные моменты инерция, а для точек более 
удаленных соответствуют большие моменты инерции, так что (&, 1, ®) 
может быть рассматриваема как центр различных сфер, коих поверх- 
ности составлены из точек равных моментов инерции; всем точкам 
сферической поверхности, описанной около точки & т, 9, соответ- 
ствуют равные моменты инерции, и по мере того как увеличивается 
сфера, моменты инерцин относительно точек их поверхностей также 
увеличиваются, Наименьший момент инерции есть тот, который соот- 
ветствует центру. Центр сих различных сфер, т. е. точку (6, т, ©), мы 
назовем центральною точкою инерции, пли, проще, центром инерции. 


Формула 


› т.е, координат точки, которой соответствует наименьший момеят 


Уж 
откуда 


КК -6 0х" 


н предыдущий член показывают, что момент инерции отвосительне 
какой-нибудь точки равен моменту иперщии относительно центра. 
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‘инерции плюс момент инерции центра, предполагая всю массу кон- 
центрованную в ином. Следовательно, определение моментов инердян 
относительно различных точек приводится к определению центра 
ннерции; но сей центр совершенно определен формулами (2) 

их Хит Хи 
Уж › т * Уи’ 
ибо вторые члены оных ие заключают ничего неизвестного; итак, нам 
остается только сделать приложение оных к различным частным слу- 
чаям. 

Чтобы облегчить сие приложение, изложим некоторые, весьма 
чростые предварнтельные теоремы. 

4. Разделим систему масс т, т, т", ... на несколько групи, или 
частных систем, и отыщем отдельно центр инерции каждой группы, 
потом обременим мысленно каждый из сих центров всей массой 
соответствующей ему группы, в результате будем иметь столько мас- 
<ивных точек, сколько имеем групп, и центр инерции сих точек будет 
центром всей системы масс Ш, т’, т”, ... Чтобы это показать, означим 
чрез (1), (2), (3) частные системы, коих совокупность составляет всю 
систему масс м, т’, т",..., и соответствующие им моменты инерции — 
‘чрез 2, 2, &:,..., каждый относительно центра инерции своей системы, 
и если изобразим чрез Ё/, сумму масс (1), умноженную ва квадрат 
расстояния центра инерции (1) от точки А, чрез //, —сумму масс {2), 
умноженвую на квадрат расстояния центра инерции (2) от той же 
точки А, чрез //, — такое же произведение, соответствующее системе (3), 
ит. д,- будем иметь для момента инерции всей системы масс т, и", 
т“, ... относительно точки А следующее выражение 


но неь равны... 


очевидно, что сумма д. -#&:--&--... останется тою же самою для 
любой точки А. Следственно, чтобы сия точка была центром инер- 
цин т, т, т”, ..., вужно, чтобы сумма Н.-РН,--Н, |... была 
наименьшею, т. е. чтобы А было центром инерции центров инерции 
систем (1), (2), (3), ... 

Если все массы т, т’, и”, находятся в одной плоскости, то их 
центр инерции будет заключаться в той же плоскости. Если все массы 
т, т, т”, ... находятся на одной прямой, то их центр инерции будет 
также находиться на сей прямой. 

В самом деле, расстояние каждой массы от точки 4, вне даняой 
плоскости или прямой находящейся, больше, нежели расстояние сей же 
массы до проекция точки А на плоскость или прямую. 

Две равные массы имеют свой центр инерции на половине прямой, 
их соединяющей, ибо центр инерции, во-первых, будет находиться на 
прямой двух масс, Пусть будут а-- х, а—х его расстояния до одной 
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и до другой массы; 2а — расстояние между массами, тогда для момента 
инерции имеем 


т(а-- х*--т(а— хз =2т (а? - ^), 


тде наименьшая величина соответствует х=0. 

Ежели плоскость разделяет систему масс т, т’, т”, .., на две 
части, так что все массы, находящиеся на одной стороне плоскости, 
имеют им соответственно разные массы в равном расстоянии от раз- 
деляющей плоскости, то центр инерции и всей системы будет нахо- 
диться в сей плоскости. 

Для доказательства сего делю систему масс ть т', т",... на частные 
системы, состоящие из двух равных масс и находящиеся на равном 
расстоянии по обеим сторонам плоскости. Центр инерщин каждой 
частной системы, т. е. каждых двух масс, будет находиться в раз- 
деляющей нлоскости, ибо прямая, соединяющая две массы, разделена 
пополам упомянутою плоскостью; следовательно, центры инерций всех 
частных систем будут заключаться в секущей плоскости, а посему и 
центр целой системы масс м, т’, т”, ... также будет находиться 
в сей плоскости. 

Если система всех масс заключается в одной плоскости и если 
она может быть разделена прямою на две части так, что каждой массе, 
находящейся по одну сторону прямой, соответствует на другой ее 
стороне, в одинаковом расстоянии, ей равная, то центр инерции системы 
будет находиться на прямой секущей; мы не прилагаем здесь дока- 
зательства сей теоремы по сходству ее с предыдущими. 


5. Означим чрез (т, и’, (т, т”), (т, т"), ... взаимные расстояния 
масс т, и’, т”, ... и возьмем поочередно моменты инерции относи- 
тельно точек, занимаемых массами и, т’, т", ... нмеем 


т (т, тер т’ (т, тт” (т, т". 
т (т’, тя т" (т, т" т" (т, т”. 
тт”, туз т т”, тре т” т”, т" 

таг”, ту п-т", те т" бт", т". 


Н есть момент ннерции относительно центра инерци 
означают относительные расстояния масс т, т’, т”, ... до центра 
инерции, и М=шт-- т’--т”--... 

Умножая первое из предыдущих уравнений на т, второе — на и’, 
‘третье —на т” и т. д. и складывая в одну сумму, получим 


тт'(т, п тт" (т, т" тт" (т, т" 
—нитт” (т, т... =МН 
— Уравнение, дающее замечательное выражение момента инерция отно- 
сительно центра инерции. 
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Означив чрез К ‘момент инерции относительно какой-нибудь точки А„ 
имеем 
К=мМи+Н, 
откуда 
К-Н _ МК— МН 


или, заменяя МН количеством 
тт’ (т, ту тит" (т, ттт" (т, т" ..., 


которое для краткости означим чрез 


Утит’ (т, п, 


имеем 


Это уравнение доставляет нам расстояние центра инерции от точки А. 
и, следственно, послужит к определению положения сего центра, ибо. 
достаточно для сего знать его расстояние до четырех точек, не нахо- 
дяшщихся на одной плоскости. 

6. Предыдущие теоремы достаточны для определения центра инер- 
ции во многих случаях. Но часто пужно бывает соединять оные с урав- 
нениями (2) для простейшего определения интегралов, обозначенных 
буквою Х, ибо сия буква каждый раз будет означать интеграл, когда. 
будет говориться об определении центра инерции непрерывного тела. 
В самом деле, в случае непрерывного тела каждая материальная 
точка т, и’, т", ... представляет элемент массы тела, так что, назы- 


вая чрез 4т сей элемент и чрез х, у, = — координаты центра инерции 
сего элемента, будем иметь 


{хат {уат {ат 

о м _., . 

{4т {ат {ат 

Ивтегралы должны быть взяты по целому протяжению массы, которой 
момент инерции ищется. Но как элемент массы равномерен произведению 


объема на плотность, то можем заменить 41 чрез ро, означая чрез 
р плотность, а чрез 4 — объем элемента. Следственно 


кв ув {ево 
т , 

оао оф 

Впрочем легко видеть, что сия формулы могут служить для опреде- 


лелия центра инерции поверхности или кривой, лишь бы 40 означало 
элемент поверхности или кривой. Известно из геометрии, что элемент 


® : уе, 
р 
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объема выражается произведением 4х 4у 42; называя для простоты 


2 р, = количество 4х ау УТ-= р" представит элемент по- 
верхности, а &= ИЯ ут @2—злемент кривой, следовательно 
формулы 


: {охахдуа» 

Прав 

(рубхдуае 
4) = —- 
фодкауая 

{рабедуаа 


рить 


(5) 


г) ху 


фе (+: 
} Иже 


определяют центр инерции дуги поверхности; формулы 

фах {ела (94 
о м - 

{ 24 ма рёв 


6) 


определяют центр инерции дуги кривой. 


ЛЕКЦИЯ ХУ 


Чрименение формул для вычиелення моментов 
ннерции и центров инерции к частный елучаям 


1. Рассмотрим сперва центр инерции для линий данной длины. На 
этот предмет у нас имеются следующие формулы 


Рассматривая лишь плоские кривые, всюду одинаково плотные, 
будем иметь р==сопз{ и, приняв плоскость кривой за плоскость ху, 
а ординату = равной нулю, получим отсюда 


Предположим в первую очередь, что данная длина есть отрезок 
АВ дуги некоего круга (черт, 18). Так как линия ОХ, проходящая 


А 
| \ 
|\ 2. х 7 2 
5 х 
в 8 
Черт. 18. Черт. 19. 


чрез центр О круга и чрез средину С дуги АВ, делит эту дугу на 
две симметричные части, то искомый центр будет находиться на линии 
ОХ где-нибудь в 0, так, чтобы было ч==0, и нам останется лишь 
найти &=00. Для этого, означая абсвиссу ОР элемента, помещен- 
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ного в М, чрез х и, принимая РМ ==у, будем иметь Ху? 
а есть радиус круга, следовательно х4х-+ уду=0, или жё 


где 


6—6 
у х=а, 
следовательно х45 = —а4у и Гхавай. 


12 
Означая чрез # хорду АВ, выводим отсюда 5%, или же 


Возьмем вторым примером дугу АВ параболы АОВ (черт. 19) < верши- 
ной в точке О. Предположим, что ВО = АО в случае, если центр инер- 
ции будет находиться на главной оси ОХ параболы, мы, следовательно, 

65 
будем иметь 1=0, и дело будет лишь в том, чтобы найти =-; -, 
обозначив же чрез а параметр параболы, будем иметь у\==2ах, сле- 


ЕТ ВЕЩИЕ 
довательно уду=айх и “ &х 4 5? > = а 


причем Ё обозначает линию СА. Но мы, ведь, имеем 4{*. хуя = 
ууу а ‚ а следовательно, интегрируя от 0 ло #, 
имеем В 
Туфрууая= .., 
$ у Ия-на: 


а заменяя в последнем интеграле у чрез у? (у*-+- а") — а*/й, получим 


Руа Я = с 
— У 


но 


следовательно, прибавляя 
РС 
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и интегрируя от нуля до й, получаем 


У 
фри 


=АуУ чай — аз, 


где $ обозначает данную дугу ВОА. Итак, мы будем иметь 


, 
а 
: 


и, следовательно, 
Во о 


405 4. 
Если мы обозначим чрез Ё линию ОС, то будем вметь # =2аЁ и 
Иня а, 
4 4 
откуда, если исключить а, 


арен м. 
8 _# 


Полагая а=0, получим, что парабола совпадает с осью х, и у нас 
будет =“ . 


Можно было бы принять предыдущий результат за ошибочный, 
ибо могло бы показаться с первого взгляда, что {==5 в случае, когда 


У 


А р Е Е 
Черт. 20. 


а=0, и что посему &==#; но, при малейшем внимании, будет видно, 
1 
что $==3Ё и вследствие сего { ==», как оно и должно быть. Действи- 
тельно, нет ничего легче, как показать, что центр. инерции прямой 
находится на середине этой прямой. 
Зададимся еще отысканием центра инерции отрезка циклоиды 
АММВР (черт. 20). Введя обозначения Ар=х, Мр— у, ЕСМ==®, имеем 


$ 
2, 


х=4а(<—913), у-=а(1— с08 $) ==2а 
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где а-—радиус образующего круга РММ. Итак, получаем 


45 =а4 У — с053) =2а4р мт 1 =4а4 ть 


и, следовательно, 


В 
в | ($ зто) 242 
5 


22 


| ет 4 
$ 


следовательно 


6 я [зом 


—- 
1— соя 


р у 
24-5055! 1 605-97. 


2 


Если речь идет о полу-циклоиде АВ, надобно взять 2 = 
получится 


для целой же 


2==2=, следовательно &==ат, 


2. Возьмем общее уравнение 


{4 
. . 


3 Собр. соч. М. В, Остроградского, т. Г, ч. 2 
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убирая знаменатель | и помножая на некоторый угол ® < 2, имеем 
рол {[аз=ъь | у 95. 


Но из геометрии известно, что «45 есть элемент доли поверхно- 
сти вращения, доли, которая была бы произведена, если бы образую- 
зцая кривая, вместо того чтобы описать целый оборот, описала бы 


лишь его ую часть; таким образом ® | ‘у45$ есть доля поверхности 


вращения, соответствующая углу ®, а уравие- 
ние 


А ал [= раз 


показывает, что кривая, имеющая ординатой 
у, когда ее плоскость вращается вокруг оси х, 
описывает поверхность, равную длине ее об- 
разующей, помноженной на путь, пройденный. 
с ее центром инерции. Сия теорема может слу- 
8х жить к отысканию поверхностей вращения или 
Черт. 21. к нахождению центров инерции их образую- 
щих, 

Предположим, что дуга АВС окружности вращается вокруг прямой 
АС, требуется найти поверхность, образуемую за полный оборот. Обоз- 
вачая чрез 5 дугу АВ (черт. 21) и чрез х — прямую ЕД, причем Д есть центр, 
инерции дуги АС, искомая поверхность будет иметь выражением 2х5; но 


(27 


Ор=*й „следовательно ха Ш— 


‚ апосему искомая ло- 


А 
верхность составит 2хай — 2т5 У= а— —_ в, аи й означают радиус круга 


и хорду АВ. Если положим # == 2а, то найдем для всей поверхности 4=а*. 
3. Теперь мы покажем применение формул, относящихся к центрам 
инерции поверхностей; син формулы таковы 


а , 245 
— =, С , 
[ев $ $26 


где р есть плотность, 48 — элемент поверхности конечной или беско- 


нечно малой, х, у, 2- координаты ее центра ннерцин, а знак | озва- 
чает сумму членов, которую он охватил бы применительно ко всей 
данной поверхности, В $ 6 предыдущей лекции было принято 

а ака Ил у 


$ 


ду; 
Но можно н иначе выбрать элемент (5, и, естественно, выбор этот 


должен производиться таким образом, чтобы облегчить интегрирование. 
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Предположим, первым делом, что поверхность, центр инерции кото- 
рой требуется найти, будет плоскостью, примем ее за плоскость Хи у, 
тогда у нас будет 2==0, и, следовательно, 


охак ау фо 
роб’ ака” 


4$=ах4у, & 


Если р— постоянная, предыдущие формулы примут вид 


Интегралы должны быть распространены на все заданные поверх- 
ности. Означая чрез Х и р углы, составляемые с координатными осям и. 
лормалью к кривой, ограничивающей данную поверхность, получим 


(= : 7 (хсозА- у с03 р) 45, 
таким же образом мы получим 
[хахаун { жусовьйетыт [м 60345 
{оахауя= [ пуст [псов в, 


откуда вытекает 
2 (ху совы {сов 


— [косо усов в) 6 {ео + увяз #4 


2{ ху 055 фузсоврая 


азов усов) 8 [(исовЪ + усов) 45 
можно также отметить следующие формулы 


о бе сов® + 905 р) г 45 , р [(ес0в% + 608) 945 
2. _ => 


— 


8 (Чхсовь + усозв) , бесов -к усов) 4 


Предположим, что надлежит найти центр внерции площади АВС чет- 
верти круга; принимая СХ за ось хи СА за ось у, будем иметь лля 


дуги АВ: сов, со 
получим созА—-_1 и с0$р=0; для ВС получим со А =0 и созр = 
==— 1. Таким образом имеем (черт. 19) 
В . 
[особа усовь) 48 {= = ЕС [уч {24 @5, 


10* 


У где а-срадиус окружности; для АС 
= 
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а также 
} (хсоз»-+.усоз в) х 45 = а [х@ 
1 (хо -нусозв) ув =а Гуа: 
итак, 
=2. ‚ 
следовательно 


з 
откуда явствует, что Е и У суть координаты центра инерции дуги 


АВ; таким образом искомый центр находится в ЕЁ на ирямой СО, 
делящей дугу АВ на две равные 


СЕ. 
части, и, сверх того, =) 


у и 
где / означает дугу АВ. 

4. Предположим, что требуется 
найти центр инернини поверхности, 
ограничиваемой линией АВСР 
(черт. 22), состоящей из двух кри- 
вых ВСи ДАи из двух параллель- 
вых прямых АВ и СР. Принимая 

Черт. 2. ось у параллельной этим прямым и 
означая чрез у’ орлинату кривой АБ 
и чрез у’— ординату кривой ВС, будем иметь 


__ $0" 5) фу 


ВР ‚= . 
"уз 2) 


Легко видеть, что у’— у’ есть не что иное, как сечение ММ, про- 
изведенное в поверхности линией, параллельной оси у; следственно, 
если означнм упомянутое сечение чрез ®, то будем иметь 
{куй 

ых 


Еслн данная фигура есть трапеция АВСО (черт. 93), то тогда одной 
ординаты, напр. &, достаточно, чтобы опредедить ее центр инерции: 
ибо легко похазать, что этот центр будет находиться на прямой ЕР, 
разделяющей две параллели АВ и СР па две равные части; таким 
образом будут известны две прямые, конх пересечение и даст нам 
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искомый центр. Отыщем теперь расстояние центра инерция от прямой 
АВ; называя чрез { это расстояние, будем иметь 


где ® означает сечение, сделанное в трапеции, как КР, а х— рассто- 
яние этого сечения от прямой СМ. Таким же образом найдется для 
расстояния Ё от основы СВ формула 


где у означает расстояние сечения ® —= К/. 
до основы СБ; итак, будем иметь 


фа ° 


Оба интеграла должны быть взяты от 
х=у=0 до х=у==0Н-==[; для величины ® Черт. 28. 
они должны быть пропорциональны расстоя- 
нию ОМ от точки О; следственно, если сделать Об ==9, то получится ® = 
==а(х-+ 9), где а есть константа; но для х==0 должно быть о =АА=- 
й, а для х={ величина ® должна быть равной СОН, сл 
тельно а4=й, «(7 + 9) =НЫ, откуда 
— я хм 


заменяя х чрез /— у, находим 
ВИ (Н—№у 
о -- 


следственно , 


| ЦН вх алая 


ГОН ОИ Ня 


: Ея 
Ги-а-вяуе 
8 


выражение известное со времен Архимеда. Если соединить предыду- 
щее уравнение с другим, +=, то получается 


следственно 
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приравнивая # нулю, находим 
2 т 
ЕВА РУ. 


Итак, центр тяжести треугольника находится в двух третях прямой, 

проведенной ‘из одного угла к середине противоположного основания, 

или в одной трети той же прямой, если 
считать от этого основания, 

Теперь нам будет легко найти центр 

инерции поверхности полигона. Придется 

` а лишь разложить его на треугольники ия, по 

нахождении всех центров инерции отдель- 

ных треугольников, рассматривая каждый 

из сих центров как наделенный всей мас- 

сой, присущей треугольнику, определить 


ы их центр инерции, который в то же время 
Черт. 2. и будет центром инерции предложенного 
полигона. 
8 
я 
а 
м Е 
с 
Черт. 25. 


Возьмемся еще отыскать центр инерции поверхноста ОЛВ (черт. 24) 
параболы. Означая чрез а параметр ее, будем иметь 


ах, у, 


хледственно 
: 


|.“ 4х 


т хз ах 


$ 


или же, выполняя интегрирования, 


где { означает линию ОВ н #-— линию АВ. 
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Легко видеть, что для центра инерции всей поверхности ОАВС 
было бы найдено =, ч=0. 

Зададимся, ваконец, нахождением центра инерции участка РМА 
эллипса (черт. 25). Пусть будет нь уравнение эллипса найдем 


следственно 


а о: в 
Ш д [асс] 1} 


и 


следовательно 


5. Формула 
оу 
п —, 
т афо"--дах 


представленная в таком виде 
ны ом 


заключает в себе важную теорему, гласящую как следует: „Объем, 
образуемый вращением фигуры АВСО вокруг оси ОР, равен обра- 
зующей поверхности АВСО, помноженной на путь, пройденной ее 
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центром инерции в течение образования объема“. Эта теорема носит 
название Гюльдина, который ее изобрел. 

Предположим, что фигура АВСР будет эллипсом, полуоси коего 
будут а н В, а центр находится на расстоянии # от линии ОР; хаб 
будет площадь эллипса, и пока эта кривая описывает полный оборот 
вокруг ОХ, ее центр инерции пробегает пространство 2=й, объем 
коего, образуемый обращением эллипса, составит 

Элаёй. 


6. Применим теперь общие формулы 

{ха (74 , {248 
о а 

к поверхностям вращения. Предположим, что ось 2 есть ось враще- 
ния, и положим 43 = ху у: # к Пе ло самому существу по- 
верхностей вращения будем иметь 


2), 
откуда 
-_ 
Руж -у 
заменим. координаты х и у другими: ги р, которых х и у являются 
функциями, тогда будем иметь 

(дхду__ дхду 


@хау=- К гар. 


дх 


Пусть х--гс0зр, у==гп р, получим @хйу==гагар и г==9(2); след- 


ственно, те=и; итак, ® 4 Я 


и, следовательно 


откуда 
45 = гар Уай + 42, 
И р 
или, как У 4 +42 есть элемент образующей кривой, то принимая 
45 за сей элемент, — будем иметь 
45 == гар, 
а формулы, относящиеся к центру инерции, станут 
{= созрараз {еп рарав 


фтора {раз 
{огарав 


и — 


{тара * 
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интегралы но отяошению к р должны быть взяты от р==0 до р==9т, 
что дает нам 
{дв 
ив 
таким образом центр инерцин находится на оси вращения. 
Если мы означим чрез х и у координаты образующей кривой в ее 


нлоскости, то как ось иксов есть сверх того и ось вращения, будем 
иметь для расстояния { от центра инерции до начала координат 


Если образующая кривая есть круг, то мы будем иметь 
ху и хах- уду 


а: 
откуда & —-—6 и уф -==айх, и, следствевно, 
4 
=. 
(4х 


Пусть будут х==й в х==Н уравнения плоскостей, заключающих 
между собой долю новерхности, коей центр иверция является иско- 
мым, тогда будем иметь 


= А 


5—; 
таким образом центр инерции находится на середине толщины данной 


сферической зоны. , 
Предположим далее, что образующей будет парабола у*==2ах, 
тогда получим 


откуда 


где й означает крайнюю ординату той части параболы, коей вращение 
производит данную поверхность. Но 


Быъун . =% [11 
В 


з 
г 2 
- 2+2], 
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вследствие чего 


или же 


7. Закончим сию лекцию рассмотрением центров инерции объемов. 
“Общие формулы на сей предмет суть 


2х во 4 ао 
ие, {д р с , 
ре 472 фе 
‘причем 4 есть элемент объема, а р— плотность этого элемента; пола- 
тая р==с0п8ё и принимая 4у — 4хауа4=, будем иметь 


ука фуру . У2ахцуа 
{ахаув: ы ав › (ке ? 


можно принять 
аа фоесови-- совы +2605) @$ 
{ хахдуанур [есоз--усозв-- 20085) х45 
[уахауаеньт, [ (сова ч-усозр-- 2505) 945 
{ гакауае = 1 [есозч- усов +205) 264, 


где 45 есть элемент поверхности, ограничивающей данный объем, А, 
4, у углы, составляемые целой частью нормали к той самой поверх- 
ности с осями координат, а интегралы вторых членов относятся ко всем 
элементам 45. 

Таким образом мы получим 


3 [2505 + усов + 20059) 8 


1-1 еси + уеор +2505) 45 
3 {55051 + собр + 2005) уз 
+ Усе сов + усовр + 26084) 4 
3 {1 005% +усозр + 2605) 248 
а -- . 


1 (есов + убор +2 053) 48 
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Формулы 
фоакдуй {убхау $ захдуш: 
о, че = 
{ахауа» " акб {чхдуа 


могут быть подвергнуты нескольким преобразованиям; вот одно из 
них, весьма часто применяемое. 


Пусть будет ® поверхность сечения, проведенного в данном объеме 
перпендикулярно к оси иксов, а хь уь, и 2; будут координаты центра 
инерции поверхности в, тогда получим 


[| хахауаг-жьь, [ахауат ую, } 2 Фхбубе=алль, 


а следовательно, 
Тхшшх фувах фрыйх 
ох р 
фор” фах 


Предположим, что требуется найти центр инерцин доли эллипсонда 


ий 
ня += 


заключенной между двумя плоскостями, параллельными оси иксов. 
Контур сечения, периендикулярного к оси х, имеет уравнением 


=, 
следственно, поверхность этого сечения составит =бе {1 — я) › а центр 


инерции его будет иметь координатами х, 0, 0; тогда, положив в — 
= бе пи, у: =0, 2, =0, будем иметь 


ела 


уе 


Таким образом центр тяжести будет находиться на оси иксов, и если 
означить чрез # и Н расстояния до начала коордикат тех плоскостей, 
между коими заключена данная часть объема, получим 


дуах 


— нь. 
= н- - аня 
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Если й=0 н Н-=а, то для полу-эллипсоида будег 


а для целого эллипсоида будет 


0. 


Предыдущие результаты, будучи совершенно независимы от @ и 
с, подходят без малейшего изменения и для эллиисовда вращения и 
для сферы. 

Если заданный объем ограничивается поверхностью вращения, то, 
называя у ординату образующей кривой и беря ось игреков за ось 
вращения, находим «лу, у, —0, 2, ==0; так, для подобного объема 
будем иметь 

фу 


ор 


Если речь идет о параболоиде, то у нас будет у —2ах, откуда 


фазах 


{ках 


предполагая, что заданная часть начинается у вершины и заканчи- 
вается плоскостью х=й, получим 


а 
} энах 
[ 2 


фе 


8. Зададимся нахождением центра инерции усеченной пирамиды. 
Сей центр будет находиться, как легко доказать, на прямой, соединяю- 
ней центры ннернии двух основ усеченной пирамиды; остается, сле- 
довательно, только найти его расстояние от одной из основ. Означая 
чрез « поверхность сечения, проведенного параллельно к основаниям, 
чрез х- расстояние ее от одного и чрез у— расстояние от другого 
основания и, сверх того, означая, соответственно, чрез & и м расстояния 
нскомого пентра от двух оснований, будем иметь 


* в 
{ ихах | вуду 

бо, Ч , 
ох = 
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где й есть выс усеченной пирамиды. Деля оба уравнения друг на 


друга, получаем 


означив чрез @ меньшее основание, чрез А — большее основание и 
чрез { — расстояние от @ до вершины пирамиды, получим 


откуда 


и, следовательно, 


но 


откуда 


откуда 
__ ЗА +2 И аАча 


— Ака вАч За * 
из него выводим 


-— результат известный 


В —. ош ® 
ЗА ИА ка А.З аА м  НАКУа 
следственно 
Е ЗА у аА ка № — Акад, За в. 
ПАкрадча 1’ "  Акрадна 1 


Для целой пирамиды надобно нринять 4—0, что дает нам 
3 1 
=, =. 


Зная центр инерции пирамиды, легко найти таковой для любого 
многогранника посредством разложения его нз пирамиды, ибо, нащедши 
центры инерции всех пирамид, остается лишь отыскать центр инерции 
сих центров, предполагая каждый из них отягощенным, соответственно. 
массой той пирамиды, которой он принадлежит. 


ЛЕКЦИЯ ХУ 
Определение моментов инерции 


1. Теория момента инерции отиосительно какой-нибудь точки так 
тесно связывается с теорнею центра инерции, что одна из них содержит 
уже и другую. Мы, кажется, изложили достаточно обе эти теоряк 
и не имеем нужды прибавлять к ним вичего более, кроме частного 
примера определения момента инерции относительно какой-нибудь 
данной точки. Пусть требуется определить момент инерции сфери- 
ческого слоя, одиородного по отношению к какой-нибудь точке А, 
произвольно взятой в пространстве. 

Означим чрез т массу слоя, чрез К— момент инерции оного по 
отношению кего центру инерции, который мы назовем чрез С, и, нако- 
нец, чрез # означим расстояние АС; для величины момента инерции 
относительно точки А мы будем иметь следующее выражение 


тй*-— К, 


в котором остается определить только К. Для сего означим чрез / 
расстояние от центра инерции С, который в то же время есть и центр 
слоя, до какой-нибудь частивы 4т; момент инерция этой частицы, 
соответственно центру С, будет Зале; следовательно, К== [7 4т, интеграл 
[должен быть взят на всем пространстве слоя. Но означив чрез р 
плотность слоя и чрез 4 — элемент этой сферической поверхности, 
описанной около центра С, и приняв радиус за единицу, мы можем 
предполагать (т == р’? 4" 4$ и, следовательно, будем иметь 


эр агат [а 


или лучше, означив чрез @ и 5 раднусы сферических поверхностей, 
замыкающих слой, 


а За и ай 
к (аут Наба ^› 


следовательно искомый момент, по отношению к А, будет 


та. а бе “) 


5 манат 
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Если бы слой был плоский, то получили бы а=0, посему и момент 
инерции сделался бы 


Ра (вы) , 
\ й 


2. Теперь мы займемся определением центра инерции по отноше- 
нию к какой-нибудь прямой и к какой-вибудь плоскости. 

Итак, вообразим какую ни есть плоскость Р и означим чрез и, ”', 
7’,... расстояния от масс т, т’, т”,... до Р; момент инерции по 
отношению к сей плоскости будет 


Катин пр-т... = У ти, 


Пет яеобходимости, чтобы г, г", г”,... означали расстояния абсолют- 
ные: можно сделать так, чтобы эти количества были положительными 
для масс, которые находятся на одной стороне плоскости Р, и отрица- 
тельными для тех из них, которые находятся на стороне противо- 
положи: После этого вообразим другую плоскость Р’, отстоящую: 
от Р! на Й и параллельную ей (# будет положительное или отрипа- 
тельное). Момент инерции относительно Р’ будет Х т(г— #)* означив 
его чрез К’и ноложив для краткости У т==М, будем иметь 


Расстояние между центром инерции масс т, т’, #",... и плоскостью. 
Р назвав чрез р, мы можем предположить У ти==/Мр, следовательно 
к—К-=М(-—28р-+ #") = М(р— 1) — Мр* 
или, означив расстояние от центра инерции сей системы до плоскости. 

Р' чрез р’, получим 

К— Мр*=К -- Мр*. 
Если плоскость Р’ проходит чрез центр инерции, то будет р 
посему н 


К=К + Му. 


Итак, момент инерции системы относительно какой-нибудь плоскости 
Р равняется моменту инерции центра инерции относительно той же 
плоскости нлюс момент инерции системы относительно другой пло- 
скости, параллельной к Р и проходящей чрез центр инерции. 

Нетрудно применить эту теорему и к моментам инерции относительно 
прямых параллельных. Для сего заметим, что момент инерции относи- 
тельно какой-нибудь прямой 0) равен сумме моментов инерции относи- 
тельно двух плоскостей, взаимно перпендикулярных и проходящих 
чрез прямую 2. 

Вследствие сего проведем чрез пентр инерции системы прямую & 
параллельную к ДО, потом чрез свю последнюю ливию проведем две 
плоскости Ри Р’ взаимно перпендикулярные, а чрез прямую 4— две: 
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другие плоскости р и р’, соответственно параллельные плоскостям 
Рин РР. Означим чрез К, К’, №, & моменты инерции относительно 
плоскостей Р, Р’, р, р’. Суммы К-+ К’, &+й' будут представлять мо- 
менты инерции относительно прямых Д и 4. Пазвав чрез Йй и #' расстоя- 
ння между плоскостями Р и р, Р’ир’, вследствие иредыдущего 
получим 

К=МИ-Е; К = МЕ, 
следовательно 

КК = М.) АЕ. 


Из этого уравнения следует, что момент инерции системы относительна 
какой-нибудь прямой Д равняется моменту центра инерции относи- 
тельно той же прямой плюс момент инерции относительно прямой, 
параллельной к Д и проходящей чрез центр инерции системы. 

3. Посредством двух теорем, доказанных в предыдущем параграфе, 
определение моментов внерции относительно прямой или плоскости 
можно привестн к ‘определению момента относительно прямой или 
параллельной плоскости, проходящих чрез центр инерции. Мы займемся 
теперь рассматриванием момента инерции относительно прямых или 
плоскостей, наклоненных друг к другу под различными углами. Можно 
бы предположить, что они проходяг чрез центр янерции, но нисколько 
не сложнее рассматривать их проходящими чрез какую-нибудь точку 
в пространстве. Точку, о которой идет речь, мы примем за начало 
координат и означим чрез х, у, 2 координаты массы и, чрез х", у’, ='— 
координаты т’, чрез х", у’, 2 координаты массы т” ит. д. 

Положив это, будем искать момент инерции системы относительно 
прямой О, проходящей чрез начало координат и составляющей с осями 


координат углы Х, , з. Момент инерции одной какой-нибудь массы, 
м напр., очевидно, будет 


пену — (х605% + усов +2608 У)}] 
или 


т [0 -+- 21) с09° Х-ь- (+ 2) сор + 
+) 05 - 2хус051 605 в — 252605 1. с039— 2у2созв С0$ 5]. 
Чтобы иметь момент системы, нужно только взять сумму членов, 


подобных предыдущему и относящихся ко всем 


массам системы. 
Означая эту сумму чрез У, делая для краткости 


Уи =А, Х(ечьВ, Хуа 
Утлху ‚ Ух. 


и означая чрез К момент инерции относительно прямой О, имеем 


К-== Асо5*% + В сов 
{1) =. С 605 — 20 с0$1 03 — 22 0$) 603% — Е созв с03 У. 
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Теперь вообразим плоскость Р, проходящую чрез иачало координат 
пердендикулярно к прямой, составляющей с осями координат углы 
>, в, %; момент инерции массы т относительно сей плоскости будет 


т (х со А усовв + 2003), 


и, полагая Ут =а, Уту--, Утё==е, момент инерции целой 
системы, который мы означим чрез Н, будет 


Н= а со - В собр сс03%%- 20 с0$ ^ сор -+-2Е с03 № с08 У-+- 
(2) -+- ЭР с0$ в ©0383. 


Если в уравнении (1) положить ^==0, в=*., У= ‚то прямая В со- 


впадет с осью иксов и, следовательно, изобразит тогда момент инерции 
относительно сей оси; но уравнение (1), в нашем предположении, дает 
К==А, как это и должно быть, потому что А==Ут(у-+2*) пред- 
ставляет момент инерции относительно оси иксов. Изменяя углы ^, 
›, У таким образом, чтоб они не переставали относиться к прямым 
линиям, получим моменты инерции для всех прямых, которые можно 
провесть чрез начало координат. Таким же точно образом уравнение 
(2) дает моменты инерции относительно всех плоскостей, проходящих 
чрез начало координат. 

4. Формулы (1) и (2) весьма просты и удобны для применения. Но 
они будут еще проще, когда пользование имн сведется, что мы и сде- 
даем, на разыскание поверхностей второй степени; в таком случае 
мы в праве вопрос о моменте ннерции почитать совершенно решенным, 
потому что разыскание поверхностей нам известно из начал геометрии. 

На прямой О, от точки начала координат, возьмем линию г, про- 
ню функции Р(®) от момента В; мы можем положить 


—_ 
== =ИК), 1 означает фувкцию от К, которая делается единицею 


при К-=1. Означив чрез х, у, 2 координаты конца линии г, будем 
иметь 


х==ДК)соз^, у==У(К)созь, 2 -У (К) соз\, 


следовательно 


х У 2 
05% як созв ку’ ©05%. я. 
Подставляя сии величины в уравнение {1), имеем 
КО К*==Ам- Ву- С — 2Оху —2Ехг — ЗРуг. 
Если мы примем, что функция (К) такого свойства, что К (}(К)*=1, 
т. е. если положим ут то удовлетворим условию }(=1, 
и в то же время уравнение между Х, у, 2 будет 


(3) АР+Ву-сА—2Оху —ЗЕхё —ЭРуг=1 
11 Собр. соч. М. В. Острограденого. т, 1, Ч. 2 
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и станет привадлежать к поверхности второй степени, которой центр 


находится в начале координат. 
Эта поверхность имеет такое свойство, что расстояние ее точек 


от центра находится в обратном содержании момента икерции относи- 
тельно прямой, которой направление совпадает с направлением линии 


т. Но как г==_ №, то расстояние г будет всегда конечно, исключая 


ИХ’, 
тот случай, когда момент К делается нулем, что может случиться 
только тогда, когда все массы т, п’, т”,... будут находиться на 


одной прямой, проходящей чрез начало координат. Отсюда следует, 
что, исключая этот частвый случай, поверхность, представляемая 
уравнением (3), есть поверхность эллилсовда. Поступая с уравнением 
(2) таким же образом, как и с уравнением (1), дойдем до формулы 


(4) ами ней 2рху-3Еха-н- ЗРуг-=1, 


которая изобразит таким образом уравнение поверхности эллиисонда, 
исключая тот случай, когда Н==0, случай, имеющий место только 
тогда, когда все массы т, т’, т",... будут находиться на одной и той 
же плоскости, проходящей чрез начало координат. 

Поверхность, представляемая уравнением (4), обладает тем свой- 
ством, что расстояние г каждой из ее точек от центра представляет 
единицу, разделенную на квадратный корень из момента инерции НИ 
относительно плоскости, проходящей чрез: начало координат и перпен- 
дикулярной к прямой, которая идет по направлению расстояния 9. 

Итак, мы свели теорию моментов инерции относительно прямых 
и плоскостей, проходящих чрез одну и ту же точку, на рассматрива- 
ине уравнений даух эллипсоидов. Что касается до последнего, то мы 
отсылаем читателя к началам геометрии, а здесь займемся только 
прнложением к нашему предмету следствий, оттуда получаемых. Но 
прежде всего мы хотим избавиться от частных случаев, в которых 
уравнения (3) и (4) не представляют эллипсокдов. 

Посмотрим сначала, что дает в таком случае уравнение (3). Означим 
чрез а, В, т углы, составляемые прямою Л, на которой находятся 
все массы, с началом координат, чрез р— расстояние массы р от 
начала координат, чрез р'— расстояние массы м’ от начала координат, 
чрез р”- расстояние массы т” от той же точки и т. д.; положив. 
тр ет + ,..==А, имеем 


А==4(с05%8 + с05%1), В==4(со5%а-+ 60517), СА (сома + 60318), 
Р=Асозасоз8, Е-=Асозесов, Р=-Ас0$ В созт, 


следовательно уравнение (3) сделается 
{20598 +- с08%1) 2% -+- (с05а -+- 603%) У (соя + 60398) =— 
2хусозасоз В — 2х2с032с051 — 2уёсоз В соз1 == 1 
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или 


(5) мну — (хсовачнусов В+ совр т, 


но ау — (хсоза-н ус0$3-+-260$1)* есть расстояние точки пс- 

зерхности от прямой 0, следовательно поверхность (5) есть поверх- 

ность обыкновениого цилиндра, имеющего своею осью прямую 2. 
Заменив, что всегда позволено полагать, 


1 
2 ПТ 
э-+у--: — 


будем иметь уравнение 
та 
(6) х=е-а, 
в котором Я представляет момент инерции, соответствующей длине 
х605а-+ усозВ-+2с051, т. е. проекции расстояния г на прямую Д. 

Из уравнений (5) и (6) следует, что нанменылий момент инерции 
равен 0 и что он соответствует прямой Д, что дяя всех прямых, 
составляющих с прямою О угол $, момент инерции один и тот же 
и изображается чрез Аз? ж что, наконец, нанбольние моменты инер- 
дии соответствуют углу Ф=0 и имеют общую величину А. 

Тенерь предположим, что все точки находятся на плоскости, про- 
ходящей чрез начало координат; приняв эту плоскость за плоскость 
Хи у, получим 2 для всех масс-=0, следовательно С==0, Е==9, 
Е=0, и уравнение (4) будет 
{7) ам-- у --2)ху==1. 

В этом виде оно принадлежит, вообще, цилиндру с эллинтическим 
основанием, который имеет своею осью ось зетов. В частном случае, 
когда все массы находятся на одной прямой, идущей в плоскости 
хи, уравнение (7), вместо цилиндра, изобразит две параллельные 
плоскости. Мы не остановимся ва этом уравнении по той причине, что 
оно очень просто, и тотчас перейдем к общим уравненням (3) и (4). 

5. Будем сначала рассматривать уравнение (3), представляющее 
поверхность эллипсонда. Между моментами инерции, принадлежащими 
различным радиусам-векторам этой поверхности, надобно заметить 
особенно те, которые относятся к ее главным осям. Момент, относя- 
щийся к наименьшей из трех главных осей, будет наибольший из 
всех, потому что он принадлежит к наименьшему из всех радиусов- 
векторов; напротив, наименьший момент будет принадлежать самой 
длинной из главных осей. 

Моменты инерции, относящиеся к главным осям эллилсоида (3), 
называются главными моментами инерции, а самые оси называются 
осями главных моментов инерции или просто главными осями системы. 


м 
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Если эти оси принять за оси координат, то уравнение эллиисонда 


будет вида 
РА ду =1 


Р, 9, Ю означают моменты инерции относительно осей координат, 
т, е. главные моменты инерции. Что касается до количеств У тху, 
Утлхг, Утуг, то они должны быть нули, и, очевидно, одни только 
главные оси могут доставить Уутху=0, Утле-0, Хтуг=0 
так, что эти уравнения относятся к одним только главным осям, 
и если они удовлетворяются для какой-нибудь системы осей, то она 
необходимо должна быть системою главных осей. 

Если эти главные три момента В, 9, Ю различны между собою, 
то получится некоторая система главных осей, и притом всегда одна; 
но если, напр., Р=0, то уравнение эллипсоида сделается 


Роу Юй =1 


и будет относиться к эллинсоиду вращения около оси. Отсюда все оси, 
находящиеся в плоскости экватора, будут главными и получится, 
<ледовательно, бесконечное множество систем главных осей, из коих 
одна (ось 2) остается неизменною, а другие две могут совпадать сс 
всеми системами двух прямых, какие можно провесть в плоскости эква- 
тора чрез центр сей поверхности и нерцендикулярно одиа к другой. 
Если, наконец, нмеем Р=0=Ю, то эллипсонд сделается сферою, 
и все оси, проведенные чрез его цеятр, будут главными. 
Следовательно, уравнения Утху=0, У тха-=0, У туЕ==0 во всех 
случаях принадлежат только главным осям; они делаются неопреде- 
ленными, когда имеется бесконечное множество главных осей, 


Разделив уравнение Рх*-+- 90-4-0211 ва 29 и заменив =, >, 
в 1 
2, 7: соответственно, чрез с03*}, с05%, с05%у, К, будем иметь 


{8) К== Рсоз* + 0 сов -+ Ю с03*%. 


Итак, момент инерции для какой-нибудь прямой, составляющей с глав- 
ными осями углы ›, в, У, определяется очень просто посредством глав- 
ных моментов инерцви. Если Р== 0, то 


К—= Ру В соз у. 


Таким образом моменты инерции для всех прямых, составляющих 
с осью 2 один и тот же угол %, имеют величину общую. Наконец, 
если Р=0=А, то будет К==Р, потому что все моменты инерции 
сделаются равными между собою. 

Уравнение (8) показывает также, что самый больший момент инерции 
выражается самым большим из количеств Р, Ф, К и самый менывий — 
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навменьшим из них. В самом деле, положим Р>О`>Ю, тогда можем 
написать 
К=Р—(Р— 0) со, — (Р—Ю)соз* у 
К=Ю-+(Р—Ю) со ^-+ (9 —Ю соб? в. 


Отсюда предположение, которое хотели доказать, следует очевидным 
образом. 

6, Теперь все приводится к определению положений главных осей 
и к определению главных моментов инерция. Для сего припомним, 
что главные оси какого-нибудь эллипсоида нормальны к его поверх- 
ности и что только главные оси бывают таковыми. Когда эллипсоид 
делается сферою или эллипсоидом вращения, то все главные оси 
бывают нормальными к поверхностям сих тел. Итак, определение главных 
осей приводится к нахождению всех нормальных к поверхности 


Ах -- Вуз Сл — 2Рху— 2Ехг —ЗЕРуг=1, 
которые проходят чрез начало координат. Для сего стоит только найти 


точки, в которых эти нормальные встретятся с поверхностью (3). Но 
если положить для краткости 


а— Ал +- Ву + Сл — ху —3Ех2 — 2Руг, 


то уравнения какой-нибудь нормальной будут 


х', у, 2’ суть координаты бегущие (с00г. соигап!е$), Так как вормаль- 
ные, которые требуется найти, проходят чрез начало координат, то 
можно положить в сих уравнениях х’=0, у’=0, 2'=0, и это даст 


О Е 


да _ да 
9х 92. т 
я У 


или 


Ах Ру Ех __ Ву Вх Её СЕ ВУ 
х У 2 


К, то можно 1 заменять моментом инерцин 
относительно нормальной, которую мы ищем, и тогда получим 
(2—4) х-- Ру-- Её =0 
рх--(@—Ву-+Её=0 
Бх-+Еу+(@—С):=0; 


Но как вообще я 
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исключив из сих уравнений количества х, у, 2, найдем 
{2—4)@—8)(8—С©) 58-0 —=(8—В)——(8—А- 
—=2БЕЕ ==0 


(10) или 
` 9—9 —(4А-+-В+-С)9*+- (АВ-+ АС+- ВС — 0*— 81 — №) 9+ 
— АРз-- ВЕ* -- СО — АВС -+-2ОЕЕР 

— уравнение, в котором, как известно, все три корня, составляющие, 
«эчевидно, только главные моменты инерции Р, 0, Ю, суть вещественные 
и положительные; и когда их будут извлекать, то легко получат велн- 
«чины х, у, 2. В самом деле, исключив 2 между двумя первыми уравне- 
эниями (9), у— между первым и последним и х— между двумя послед- 
ними, получим 
(11) 28—А—РЕх=[Е(@®—В)— РЕ у={[2(@®—С)— ЕВ 
или, разделив на произведение 

([Е(9— 4)—РЕЦЕ@®—В—РЕр@®—С©-— ЕР, 
будем иметь 


х у 
Е —В-РРр@-О-вР Ре АорЯФе-о ЕЯ 
т 


= 2 = 
Р®-А-РЕЕ®-В—ВР УМ, 
причем положено 
= Е @— в) — РЕР® — ©) — ЕР @ — А} — РЕВ — С) —ЕР} + 
= № — 4) — РЕ Е — В) — ОЕ}, 
но , 


уе 


[Е©—В)—рЕИре- ОЕ} 

ЗУБ ЦЕ@— 8) РЕРРе-9-ЕРР+Р@-А- РЕВ. - 
— О ВЕР ®— 4) РЕМЕ(@ — В) — РЕ} 

и ____ №@-—4)- РЕРе-@— ЕЁ] — _ 

(12) У —`УЗТ/ ЕВ РЕФ 9-Е А-БЕНЬФ> 
—©-— ЕР + А) РЕРЕ® — 8) — ОЕ} 

о —4)— РЕЦЕ®— В) —ОЕ] , 

В) РЕРр®- СЕРР А-РЕНБО— 
— @— ЕР} + Р®— А) РЕЕ®©— В)— РЕЙ}. 

_как © имеет три различные величины, то получим шесть систем 

ичин для х, у, 2, что и должно быть’потому что каждая из трех 

главных осей встречает поверхность в двух точках, а таким образом 

можно, если этого пожелают, уничтожить двойной знак пред изложен- 

выми выше величинами х, у, 2, ибо они — будут ли взяты со знаком (-+-) 

или со знаком (—) —в том и другом случае дадут одну и ту же ось. 


т= 


<ледовательно 


х 


= й 
у Е® 
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Если разделить предшествующие. величины на и, или, что то же, 
номножить на УЯ, то получатся косинусы углов, которые составляет 
дна какая-нибудь из трех главных осей с осями координат. Пусть <, 
В, 1 будут такие углы, будем иметь 

{ [28—В—БЕР@—С)—ЕВ 


©0$а=== 


уа.-ум 
Е — А) — РЕ @— ©) — ЕЕ] 

{13} воз == 1 Ув. Я 
Е®— 4) — ОЕЦЕФ В — РЕ 

<081== — УЕ. УХ 


Зная три главные момента Р, 0, К, которые суть не что иное, как три 
кория уравнения (10), и зная положение главных осей, по данной 
формуле мы можем найти момент инерции К для какой-нибудь линии О, 


составляющей с главными осями углы \, в, *: 
К==Рсоз* + О сои В с05*9; 
что касается до углов *, р, у, то их величину можно тотчас опреде- 
лять: ибо пусть будут 4 т, п данные углы, которые прямая С) соста- 
вляет с осями координат, э'’, В’, 1'’— величины, которые принимают на 
себя а, В, т, когда в уравнение (13) подставляется какой-нибудь из трех 
корней уравнения (10), напр. Р; а”, В", 1” — величины а, В, 1 для 9—0); 
наконец, а", В", у" — величины тех же количеств для 9=А), и будем 
иметь 
6057. = С03 [с03а'-+ 608 605 В’-+- 60$ п с031' 
414) с05 == 03 (с05а" + с0$ М с0$ В" с05 Ист" 
205 У= 03/608 4*"”” 0$ И с0$ 3" с05 И С0$1 


таким образом 0$», с0$в, с0зу определятся в Р, О, А, и, следова- 
тельно, будет известно также и К. 

Нам остается рассмотреть частный случай, где уравнение (10) имеет 
равные корни; во как этот случай не представляет никакой трудности, 
то мы его обойдем молчанием. 

7. Теперь мы разберем уравнение (4), которое относится также 
к поверхности эллипсоида. Главные плоскости этого эллиисоида суть 
плоскости главных моментов инерции; но если их прянять за плоскости 
координат, то уравнение эллипсонда будет 

ряду -нгА=Ь 
и момент инерции А! относительно какой-нибудь плоскостя, которой 
нормальная составляет с осями координат углы Х, в, х, определится 
по формуле 
Н=рсо$* А -+- 4609 к +7503. 
Очень важно определить положение главных плоскостей, или, что 
одно и то же, главные оси эллинсоида; для этого можно воспользо- 
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ваться анализом, который мы употребили для эллиисонда (3), т. е. 
надобно отыскать нормальную, проходящую чрез центр. Положив 


аа бу + с? --2Оху + 2Еха--ЗРуг 


и означив чрез х', у’, #' координаты бегущие какой-нибудь нормальной, 
найдем 


уу . 
38 Е д} 
9х Ел 9= 
положив (что возможно в этом уравнении) х'==0, у’=0, 2'==0, получим 
х у 2 7 
9 8 44 да) = 70\з (дав 
я э я Ум )+(5) +5) 
— ыы Ш 1 
да да да ЗН 
25+ + 2% 
или 
{&—Н)х-Ру-+Ег=0 
(15) 


Рх--(6— Ну Ее =0 
Ех+-Ру+(е—Н)а =0. 
Искаючив х, у, 2, найдем 
(@—Н)&—Н)е—нН)—Еца—Н) 
—2БЕР==0 

{16)° | или 


ЕН) Бен) 


т— (ао (аб-наскве — 2 — Е*_— Р1)Н — абс — 
—2РЕР-+-аЕ- ВЕ + 603 ==0; 

так как Н из этого уравнения известно, то получны 

[Е(Н—а)+РЕх 


ЕН Э-+рву=р(Н 


&-+-ЕЕа 
или, разделив на произведение 


(Е(Н—а)-- БЕЦДЕ(Н—- ОР О (Н—9-+ЕЁ, 
будем иметь 


х Е ПОВ —_ 
ЕН-Э-+ Ерино +ЕН На) + БЕН д+ ЕР 
2 


—_ 1 
Иа Ерино’ 
причем положено 


РЕЕН-—В-+-РЕР(Н—9-- ВЕРЕ (Н-—а)-+ РЕРРн-- д 
— БР [РН — а) + БЕЧЕН-— 5) + РР, 


— 169 — 


откуда 
х—- ЧЕН + РЕН 9) + ЕЕ] 
УН. УР 
== (На) + БЕН д + ЕР] 
УН. ИР 
г=- ИН-Я+ОЕМЕН-В+кЕ 
УН-УР 


Количества хУН, уУЯ, гУН представляют косинусы углов, соста- 
вляемых главными осями © осями координат; посему, означив чрез а, 
В, туглы относительно какой-нибудь из главных осей, будем иметь. 


ч ЕВ -+ВЕЦВ(Н—9 + ЕР] 


<054 
УР 
созв— = (а) + РЕЦР(Н— 0) + ЕЁ] 
р УР 
соз уе 0) + РЕЕ(Н- В + ОР 


УР 

Зная положение главных осей эллипсоида, можно найти положение. 
главных плоскостей моментов инерции; но мы не будем продолжать. 
далее этого анализа, по причине совершевного его сходства с анализом, 
изложенным выше. 

8. Когда материальные точки т, т’, т", ... образуют сплошную’ 
массу т, тогда суммы У тл?, Утуй, Ут, Уутху, Утхе, У ту должно. 
заменить, соответственно, определенными интегралами 


[ат [уат, [глат, [ут [хейт, фуеат, 


которые должны распространяться на все злементы 4” данной массы, 
В том частном случае, когда масса т однородна, т можно заменить. 
выражением р@х4уе, в котором р означает плотность массы; таким. 
образом будем иметь 


ар [ах ду вер [4х ву 4, стар | 21ахду4е. 
Р=р [хуахау аа, Бр [ хайд, ЕР [уе еду. 


Означим чрез Х, У, С поверхности сечений, сделанных в массе иг 
перпендикулярно к осям координат, чрез х, у’ 2='— координаты центра 


инерции х, чрез х”, у, 2" — координаты центра инерции у и чрез х". 
У”, =— координаты центра инерции 2, получим 
а в [ ха, [2 РГ, с в [22а 
рр [ Хуже [Руб 
Е=р [хежаинь [а 12 
Е=р | уг"у дв [ у"ее. 
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9. Пусть, напр., требуется найти центр инерции однородного парал- 
лелепипеда относительно прямой Л), которой положение дано. Означим 
чрез # расстояние прямой О от центра инерции параллелепипеда и 
чрез К— момент инерции относительно прямой 4, параллельной к О 
и проходящей чрез центр инерции; искомый момент будет 

т К, 

Чтобы найти К, положим, что начало координат находится в центре 

инерции параллелепипеда и &то оси координат параллельны его ребрам. 


Означив чрез /, Г, [” длины ребер, параллельных осям х, у, 2, будем 
иметь 


У=И", 2==И, 
следовательно 
рая оля 
=, =, 
посему 


Ар), Вр, сер), 
потом нетрудио заметить, что 

У==0, 2==0, х"-=0, 2"==0, х"==0, у"еа0, 
следственио 


Р==0, Е==0, Р=0, 

так что взятые нами оси суть главные оси и, следовательно, А, В, С 
<уть главные моменты инерции. 

Итак, означив чрез Х, р, * углы, составляемые прямою 0 с ребрами 
параллелепипеда, получим 

т „ .: , 
Ката [+ 2) со + (Р-н Г") соь + (р) соя У] 
или 
тив. . : 
Ката (В эт 4-2 т р-н 23), 


следовательно искомый момент инерции выразится чрез 
СЕВ и 
12 и 


Если параллелепипед обращается в куб, то будет /== 
момента инерции получится 


т 


в 

т (8+5) 

Если бы, вместо того, чтобы искать момент инерции по отношенвю 

к прямой, захотели найти один из сих моментов инерции по отношению 
х плоскости Р, то сей последний опять выразился бы формулою 


ти К, 


— НЕ 


тде К означает момент инерции относительно плоскости, параллельной 
к Ри проходящей чрез центр инерции, а Я — расстояние плоскости Р 
от центра параллелепипеда, 

Овначив чрез , в, у углы, составляемые перпендикулярною к пло- 
скости Р с осями координат, будем иметь 


К= (р 205. Ас" 03° 5), 


в посему искомый момент инерции будет 


сот) + асом р + ЗСО 
в; 2505 + [сора со у 
т ( — то й 


и для куба получится 
т (а -+- п. 
ит. 

Возьмем второй и последний пример: найдем момент инерции одно- 
родного эллипсонда относительно какой ни есть прямой О, составляю- 
щей с главными осями эллипсоида углы *, в, у. Во-первых, искомый 
момент будет 

тик, 
т означает массу эллиисоида, й— расстояние между центром его и 
прямою О, а К — момент инерции относительно прямой, проходящей 
чрез центр инерции и параллельной к Д. 
Приняв главные оси эллипсоида за оси координат, получим 
Хы ( 5), Уай" (1 Я, РИ (1 =) 
О, 2-е, ХО, 27-0, "=, у’, 

1, !' означают полуоси эллийсоида; отсюда выводим 


с" 
=5 


а== $= 


5, 
а--г9), Вт р-ьГ"), сеть") 
2-=0, Е==0, Ра. 


Таким образом главные оси эллипсоида суть в то же время и главные 
оси момента ннерции относительно всех прямых, проходящих чрез 
центр; посему будем иметь 


к=% (3-1) соя (ды) сойв-н (В --17) с98* у] 
или 
К="Р зан ть -- Г 58), 
следовательно искомый момент будет 


а зе. + фазе р РР те 
тета, 
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Если бы, вместо прямой, взяли плоскость и захотели бы найти 
момент инерции по отношению к сей плоскости, то, означив чрез # 
расстояние плоскости от центра инерции и чрез ®, в, »— углы, которые 
составляет перпендикулярная к сей плоскости. с осями. эллипсоида, 
получили бы для искомого момента инерции выражение 
соя + [3 сов р + р 05, 

5 

Если бы эллипеонд сделался шаром, то было бы { 

момента инерция относительно прямой получили бы 
‚ 2 
т [+] 


т (" — 


ри для 


я относительно плоскости 
т 
ре . 
т (в +18) 


Мы просим наших читателей найти момент инерции однородного 
тела вращения по отношению к оси вращения. 


ЛЕКЦИЯ ХУ 
Общая теория равновесия н движения 


1. Теперь мы перейдем к рассмотрению действия сил на какую- 
нибудь систему материальных точек [систему, которую для кратко- 
<ти будем называть чрез (5)|. Означим чрез т, 2’, т”, т”,.. массы 
материальных точек, из которых состоит (5), н положни, что сии массы 
побуждаются, соответственно, движущими силами 2, Р’, Р",Р"',...Тре- 
буется найти действие сил Р, Р',Р", Р”,.. на систему {5) в продол- 
жение какого ни есть времени #, иротекшего после какой-нибудь 
определенной эпохи, при которой состояние системы предполагается 
известным, т. е. состояние каждой массы т, т’, т", т"... 

Чтобы упростить этот вопрос, заметим, что достаточно найти мгно- 
зенное действие сил Р, Р,Р",Р",..., т.е. действие их в продолжение 
бесконечно малого времени &, взятого непосредственно по истечении 
какого ни есть времени #. В самом деле, зная мгновенное действие, 
можно определить состояние системы в конце времени #-|- 4, если оно 
известно по окончании времени # потом найдется состояние системы 
в конце времени 2-24, потом в конце времени #-!- 34 и т. д. и опре- 
делится таким образом состояние системы в конце какого угодно вре- 
мени #-|- 9; полагая же #==0 и #==& найдем решение предложенного 
вопроса по начальному состоянию системы, которое соответствует 
мгновению #-=0 и которое было дано. 

Рассматривание мгновенного действия значительно упрощает пред- 
ложенный вопрос, потому что в этом случае можно рассматривать 
перемещения как прямолинейные и выражать их весьма простыми 
функциями бесконечно малого времени, в продолжение которого ойи 
были произведены. 

Таким образом мы будем рассматривать движение системы только 
в продолжение мгновения 4%, начало которого мы должны считать 
с эпохи, при которой состояние системы полагается известным, или, 
лучше сказать, мы будем поступать, как будто бы это состояние нам 
было известно. 

2. Приведи предложенный вопрос к определению мгновенного дей- 
ствия сил Р, Р’, Р", Р".„.. на систему (5), посмотрим, какие данные 
необходимы для того, чтобы получить искомое определение, Для сего 
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проведем бесконечно малые прямые, во всех направлениях, около ка- 
кой-нибудь-массы системы (5), напр. около массы 2; совокупность 
этих прямых, из которых каждая может быть взята за мгновенное пере- 
мещение массы м, представит бесконечно малый объем около т. То 
же самое будем иметь для мгновенных перемещений других масс 
т’, т’, т"... системы ($). Возьмем какое угодно перемещение массы 
т, не исключая и того, для которого масса остается на своем месте 
н которое равно нулю; возьмем также одно из перемещений массы м’, 
какое-нибудь перемещение массы #” и т. д.зесли сии перемещения 
существуют в одно и то же время, то совокупность их составит то, 
что называется мгновенным перемещением системы ($). Очевидно, 
что перемещений системы гораздо больше, нежели перемещений 
каждой массы в особенности: если бесконечное число перемеще- 
ний какой-нибудь массы изобразить чрез м, то число перемещений 
системы будет я’, где { означает число масс системы. 

3. То, что мы сказали сейчас относительно перемещений системы, 
относится и к перемещениям самим в себе, т. е. независимо от сил, 
действующих на систему, и от препятствий, могущих сделать какие 
нибудь перемещения невозможными. Теперь мы соединим рассмотре- 
ние перемещений с рассмотрением препятствий и сил; начнем с пре- 
пятствий. 

Если бы все перемещения системы были возможны, т. е. если бы 
ничто ие противопоставлялось перемещениям масс т, и", #”, #"", то. 
эти массы были бы уединенными точками, без всякой связи между 
собою, и тогда к ним можно б было приложить, к каждой в отдель- 
вости, то, что сказано было относительно действия сил на матерналь- 
ную точку. Но если эти перемещения системы не все возможны по 
причине каких-нибудь обстоятельств, препятствующих известным дви- 
жениям, так что при произвольном перемещении известной массы 
перемещения других масс, чтобы иметь место, должны быть подчинены 
перемещениям массы, произвольно двинутой, другими словами, если 
перемещения точек т, и’, т", т”„.., чтоб быть возможными, должны 
зависеть одни от других, —то невозможно далее рассуждать о движе- 
нии каждой массы отдельно, но надобно разбирать все эти движения 
вместе, что требует частной теории. 

Может случиться, что возможные перемещения какой-нибудь части, 
(5') масс, составляющих систему ($), завися друг от друга, нисколько 
не зависят от перемещения остальных масс; тогда систему (5) можно 
рассматривать как состоящую из двух отдельных систем, которые мо- 
гут быть разбираемы отдельно одна от другой, Система (5) может быть 
раздроблева также и на большее число систем такого свойства, что 
возможные перемещения масс, принадлежащих какой-нибудь частной 
системе, завися друг от друга, висколько не зависят от перемещения 
масс, принадлежащих другой системе. Тогда получится для рассмо- 
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трения столько частных систем, сколько находится в (5} независимых 
частей, из которых к каждой в отдельности можно будет приложить 
те рассуждения, которые мы хотим изложить относительно системы 
{$), предполагая, что перемещения всех ее масс зависят друг от друга. 

Мы будем называть перемещениями или мгновенными возможными 
движениями те из перемещений, которые, действительно, может иметь 
система, т. е. которым никакого не противополагается препятствия, 
и скажем напротив, что движение, или перемещение, мгновенное невоз- 
можно, когда ему противополагаются неодолимые препятствия, какого 
бы свойства ни были сии последние. 

4. Для определения мгновенных перемещений системы ($) необхо- 
димо знать все возможные перемещения оной, т. е. нужно знать, каким 
условиям должны удовлетворять перемещения масс т, п’, т”, т”",.. 
чтоб быть в совокупности возможными, В самом деле, не зная помя- 
нутых условий, нельзя знать, может ли иметь место такое-то переме- 
щение системы или нет, и даже можно предполагать, что система 
принимает такое мгновенное перемещение, которое сила препятствий 
делает невозможным. Но знание возможных перемещений масс мате- 
риальных точек, составляющих систему (5), дает все необходимое для 
того, чтобы определить перемещения (5) в продолжение мгновения 
&{, после положения сей системы в начале времени &#. 

Рассмотрим систему (5) в конце времени & Проведем от каждой 
массы т, и’, т’, т",.. прямую, бесконечно малую в каком угодно 
направлении; пусть $, 5', 5", 5", будут прямые, проведенные, со- 
ответственно, от масс ль м’, т”, т’",.., и эти прямые можно принять 
за мгновенные перемещения масс т, и’, т”, п""„.., требуется решить 
возможны ли они, или нет. Для сего нужно определить их вполне, 
т. е. нужно обратить внимание на их направление; а этого легко 
достигнем, если отнесем систему к прямоугольным координатам и опре- 
делим перемещения 5, 5', $", 5"... посредством их проекции на оси 
координат. Пусть а, 8, т будут проекции 3 на оси координат; ®', ‚т — 
проекции 5'на те же оси; а", В”, 1”,...-- проекции 5” и т. д.; для пол- 
ного определения перемещений $, 5', 5", 5"... и, следовательно пере- 
мещений системы (5), достаточно звать количества: а, В, 1..5’, 8,1’, 


а дв, 
Теперь посмотрим, принадлежат или нет к возможным перемеще- 
ниям проекции: а, В, 1..2’, Вт. ..за”, ВУ", за", В, т", ., Ответ 


на этот вопрос должен быть почершнут в самом свойстве системы, 
и пока не имеется данных для получения его, нельзя определить мгно- 
венного перемещения системы. Но какова бы ни была система, ее воз- 
можные перемещения будут даны посредством уравнений или нера- 
венств линейных относительно проекций этвх перемещений, так что, 
полагая проекции: а, В, 1,...; 9’, 3, не а", 8", "де а", т",... 
принадлежащими к возможным перемещениям, найдем, по свойству 
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хистемы, известное число равенств или неравенств, таких, как следую- 
лщее 

(1) Аа + ВВ-- Су+ Аа’ + В -Ст-+... +740, 
в котором А, В, С, А’, В’, С’... зависят от положения системы в на- 
чале мгновения 4 и от времени {. 

Все перемещения, которых проекции удовлетворяют всем функциям, 
подобным функции (1), данной самим свойством системы. возможны, 
и все перемещения, которых проекции не удовлетворяют всем усло- 
виям системы, невозможны. Наконец, надобно заметить, что неравенства, 
определяющие перемещения, не исключают и равенств, потому что 
первые члены условий, каково {1), больше нуля или равны ему. 
Может случиться также и то, что какая-нибудь линейная функция от 
проекций возможных перемещений будет равна нулю или сделается 
меньше его. Но никогда не может быть, чтобы эти функция, о кото- 
рых мы говорим, изменяли свой знак, т. е. если какая-нибудь функ- 
ция больше нуля для одного возможного перемещения, она не сде- 
‚лается отрицательною ни для какого из сих перемещений, и, наоборот, 
если какая-нибудь функция отрицательна для одного из возможных 
перемещений, она останется отрицательною и для всех их, имея, впро- 
чем, возможность быть равною нулю: одним словом эти функции могут 
изменять свой знак только тогда, когда переходят от возможных 
перемещений к невозможным. 

Для однообразия сделаем так, чтобы функции, определяющие воз- 
можные перемещения, были все более нуля: ничего нет легче, как 
<делать это; ибо если мы, по свойству системы, имели условие 


даб ьстнаа нс нато" "нету"... ТО, 


то можем его заменить другим равносильным 
ах— ВВ са’ та" —...-Т'ЧЕ0. 

Таким образом, мы можем предполагать, что возможные перемещения 
даны посредством линейных функций н все не меньшие нуля; итак, 
если мы, для краткости, означим эти функции, о которых мы гово- 
рим, через 42, &М, 4М,... то возможные перемещения будут удовле- 
творять следующим условиям 

4>0, аМ>0, а№>0, 


где неравенства не исключают равенств. 
Мы не говорим, что всегда будут возможные перемещения, удо- 


влетворяющие условиям 42 ==0, М==0, АМ =0,..., может выйти так, 
что сии уравнения не могут иметь места в одно и то же время, но 
в таком случае те из функций 4, 4М, @М, ..., которые не делаются 


нулями, должны быть положительными для возможных перемещений, 
может также случиться, что некоторые из условий или даже и все 
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будут даны посредством уравнений, так что возможные перемещения 
будут только те, которые удовлетворяют уравнениям 


4—0, М0, ам==0, ... 


или некоторым из них, обращая прочие в неравенства, 

Что ж касается до нахождения функций 4, 4М, ЧМ, ..., то для 
сего нельзя дать общих правил; ибо для каждой частной системы 
надобно употреблять снособы, зависящие от свойства системы. Но эти 
способы обыкновенно требуют самых простых геометрических рас- 
суждений. 

5. Возвратимся теперь к предложенному вопросу, т. е. к нахожде- 
нию мгновенного перемещения системы. Оно должно находиться между 
перемещениями, удовлетворяющими условиям 42 >> 0, &М>> 0, М> 0... 

Посмотрим, чем оно отличается от всех прочих. 

Сперва вообразим какое-нибудь перемещение системы. Посмотрим, 
что нужно для того, чтобы оно было тем самым, которое система 
действительно принимает. Оно не должно быть взято между переме- 
щениями, которые не удовлетворяют условиям 4[`>0, &М`>0, 


а№>>0, ..., в противном случае препятствия сделали бы его невоз- 
можным; равным образом искомое перемещение должно удовлетворять 
условиям &/`>0, 4М>0, &№>>0, ... Сверх сего, так как препят- 


ствя противодействуют мгновенному перемещению системы ($), то 
нужно, чтобы массы этой системы своим движением стремились пре- 
возмочь сии препятствия; но как это невозможно, то массы должны 
находиться возле них, иваче не могут существовать препятствия и, 
следовательно, условия, которые их означают. Итак, действительное 
перемещение системы должно удовлетворять услозиям 


ар ==0, аМ==0, аМ=0, ..., 


или если оно не удовлетворяет некоторым из них, то нужно сделать 
отвлечение как препятствий, соответствующих сим уравнениям, так я 
условий, которые к ним относятся. 

Теперь вообразим одно из перемещений, удовлетворяющих условиям 
ЧЕ =0, аМ==0, 4М==0,...; пусть оно будет (4) н 2,2’, 8”, &",...— 
<илы инерции масс т, 7’, т", т", для перемены состояния еи- 
стемы, соответствующей перемещению (4). Силы, побуждающие массы 
системы возвратиться из положений, соответствующих перемещению 
{4), в положения, которые они, действительно, занимают в конце вре- 
мени Е суть Ри @ для массы т, Р’и @'— для массы т’, Р"ид"— 
для массы т” ит. д. Эти силы необходимо произведут какое-нябудь 
действие, пока перемещение (8) не совпадет с действительным пере- 
мещением системы, ибо, в противном случае, система (5) в конце вре- 
мени 4 была бы там, где она не находится. Следовательно, действя- 
тельное перемещение отличается от всех прочих, удовлетворяющих 

12 Собр. соч, М. В. Острограленого, т. Т, ч. 2 
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условиям 2—0, ЯМ=0, а№==0, ..., тем, что силы инерции, отно- 
сящиеся к сим перемещениям, и силы движущие не производят ника- 
кого действия, или, другими словами, находятся в равновесии; и обратно, 
как скоро силы @, Ц’, @",...; Р, Р’,Р", ... находятся в равновесии, 
то перемещение (4) будет то, которое примет система; следовательно, 
нам нужно только найти условия равновесия сих сил. 

Заменим силы С в Р их равнодействующею Ю, С’, Р’—их равно- 
действующею А’, С"”и Р"— их равнодействующею А” ит. д., нам 
нужно определить условия равновесия сил К, А’, А", №", ..., при- 
ложенных к системе (5). Чтобы они были в равновесии, нужно, да и 
достаточно того, чтобы от действия их не происходило никаких воз- 
можных перемещений или чтобы перемещения, происходящие от них, 
были невозможны, иначе система будет там, где она ие находится. 


Означим чрез а, 6, 2,...`уа’, В’, с’, ...; а", В", с", ...; а", 6", 
с", ... проекции перемещений, которые силы А, К’, Ю", Ю", ... ста- 
раются дать, соответственно, массам т, и’, т”, т”,... Проекции 


перемещений системы были бы а+-а, 8+5, ут+-с для массы м, @'-- 
а, Рё, у--с’— для массы т’, а"--а", р"-ь в", уу с’ — для 
массы т” и т. д. В функциях 4Ё, М, 4М, ... проекции: а, В, 1,..-; 
я, ВТ, ... заменим, соответственно, чреза-на, В--8, ус, “-на’, 
ВЫ, тс, ..., мы будем иметь, делая вычисление для одной какой- 
нибудь из сих функций, напр. для 4, 


Ааа В+ сц--о-- А-а) +... + Т@. 


Прочие функция дадут подобные же результаты. Теперь, чтобы эта функ- 
ция и все другие, соответствующие функциям 4М, 4М, ..., не удо- 
влетворяли условиям возможных леремещений 


Аа- ВВ Су Аи... Та ==0, 


нужно, чтобы Аа-+- Вь-+ Се-+ А’а’+... и другие функции, происхо- 
хящие от М, 4М, ... не удовлетворяли условиям нозможных пере-- 
мещений, т. е. чтобы не уничтожались вместе или ие делались поло- 
жительными. Означим чрез &р, 49, 4’,... функции Ав Вь-+ Се 
+ А’а’-+...ек. и предположим, чтоа, 6, с, а’, ... означают проекции 
каких-нибудь перемещений, нужно, чтобы силы А, А’, А’ . были 
неспособны произвесть перемещений, которые бы удовлетворяли усло- 
виям 


ар>0, >50, &>0... 


Хотя в настоящем случае можно бы допустить, что функции ар, 44, 
4’, ... могут все вдруг уничтожиться для возможных перемещений, 
впрочем для большей общности мы оставим это предположение, кото- 
рое, сверх того, нисколько не упрощает анализа, который следует 
ниже. 
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6. Теперь нужно определить, какие перемещения способны произ- 
весть силы К, А’, Ю”, ... Противоположных перемещений эти силы 
никогда не могут произвесть, и притом нужно, чтобы перемещения 
удовлетворяли условням 


4.>0, 44>0, &>0... 


и находились в числе последних. 

Самое простое решение вопроса о нахождении перемещений, произ- 
зодимых силами Ю, А’, Ю", ..., заключается в теории моментов, кото- 
рую мы сейчас изложим. 

Моментом силы ю называется произведение из сей снлы на какое- 
нибудь перемещение $ точки ее приложения и на косинус угла, кото- 
рый составляет направление силы Л с направлением 5; следовательно, 
если угол АЗ ==Ф, то выражение 


№5 с0зФ 


представит момент силы А. 

Во-первых, очевидно, что одна и та же сида может иметь беско- 
нечное множество различных моментов, потому что каждому лереме- 
жению соответствует особенный момент. 

Если силу Ю разложить на столько слагающих ©, 0", 0",..., 
сколько угодно, и если означить чрез $, +’, ф",... углы, которые 
делают эти слагающие соответственно с перемещением $, то, как изие- 


стно, будем иметь 
А с0з <= 003? О’ с054'- О" созф" +... 
следовательно 
Ю$с03?= 05 созФ-н 0'5с05 4'-- 95 сон... 
Из сего следует, что момент равнодействующей силы, приложенной 
к материальной точке, для одного какого-нибудь перемещения равен 
сумме моментов слагающих для того же самого перемещения. . 
Если означим чрез $’ перемещение другой точки системы (5), напр. 
точки и’, то приложенная к ней сила А’ будет иметь моментом выра- 
жение А'5'соз?', где $" означает угол А’3’. Равным образом означая 
чрез $", 5", перемещения масс т”, т’",... и чрез ф”, $"', 
углы А”$", А", ..., мы имеем для моментов сил К”, Ю"', ... выра- 
жения А"з" со; ф", "3" с08%"",... 
Сумма всех моментов Аз с0$ $, Ю'5'с03$', Ю"5" с05", "3" с05ф",... 
т. е. 


Кзсозе-- Юз сое А" 5" с059°- А" со" ..., 


называется момевтом системы или полвым моментом. Этот момеьт 

относится к перемещению системы, состоящему из перемещений 5; 

8, 3", 5”, ... масс системы. Количествам $, 5', 3", 5"', ... давая в‹е 

величины, которые они способны принять, можно пройти чрез все 
12* 
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моменты, которые система может иметь. Те из них, которые принад- 
лежат к перемещениям возможным, называются моментами возмож- 
ными, а те, которые относятся к перемещениям невозможным, назы- 
ваются моментами невозможными. 

Вообразим несколько перемещений системы; пусть будут $, 8', 5", 
$" . перемещения масс т, и’, т”, т’, ..., относящиеся к первому 
перемещению системы; 8, $4', 53", $", ...-оперемещения масс, при- 
надлежащие ко второму перемещению системы; 5х, 5з', 53”, 53", ... 
перемещения масс, принадлежащие к третьему перемещению системы 
ит д Моменты, относящиеся к первому, второму, третьему и т. д. 
перемещениям системы, соответственно будут 

Аз: соз А, --А'51'с03 5" Ю"я" 08 "1"... 
Юз: со5 АЗ. + Юз» с0з К" -+-Ю"5" с08 "8"... 
Юз с05 А + К’, со А" + Ю"з" с08 "3+... 


их сумма будет 
Ю (5: со ЮЗ; -+- $4 603 $, +8: с03 А+...) 
К’(вг соз А", + 34" с03 Ю’$;' + 51 с03 АЗ...) 
Ю’(зл” соз "$," -- ва" с03 К" -- 55" 608 К" "-...)-... 


Но, означая чрез $ последнюю сторону многоугольника, образуемого 
перемещениями 51, 5х, $1, ..., Чрез $— последиюю сторону многоуголь- 


няка, образуемого перемещениями 5,', $;', $, чрез © — угол А$, чрез 
$'— угол А, чрез Ф" — угол ЮЗ"... и взяв во внимание уравнения 
$605 Ф==5; С08 Аб, -+5; с0$ Ю$; + 5: 03 А. -... 
5" 605$’ 31’ с0$ А'3 "+ 55 с08 "54-53 'с03 №8" 
5" 505 "81" с03 "81" +5" с03 "$." 5" 03 Ю"&, 


чрез $" — последнюю сторону многоугольника, образуемого переме- 
щениями $1", 55", $3”, ‚.. предыдущую сумму приведем к 


Кв созр-+- Юз’ с089'-А"5" соо". 


Из предыдущего видно, что момент для какого-нибудь перемещения 
может быть разложен на столько других, сколько угодно, лишь бы 
только перемещения, относящиеся к сим последним, составляли со- 
мкнутые многоугольники вместе с перемещениями относительно пер- 
вого, и притом для каждой точки системы. 

Эта теорема может служить к определению целого момента для 
данного перемещения системы, ибо может случиться, что это пере- 
мещение может разложиться на несколько другях, которые составят 
с ним сомквутые многоугольники в каждой точке системы; в таком 
случае надобно искать моменты для всех слагающихся перемещений, 
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нц в сумме этих моментов получится тот, который соответствует пред- 


ложенному перемещению. 
Таким образом, вапр., означив чрез а, 6, с проекции 3 на оси 
координат и взяв во внимание, что $ и а, $, с составляют сомкнутый 


четыреугольник, найдем 
Юз с05 = Ра соз Юё-+ А с0з ЮФ -+ Юесоз АВ, 
но Аасоз Ай, Еф соз ВВ, Юссоз Юб сузь проекции Ю на оси координат; 
означая эти проекции чрез Х, У, 2, имеем 
Юз с03 — Хан Ур Ес, 


равным образом имеем 


Юз" сов" = Ха У 2" 
К совр" атаман ть" ие" 
ХГУ а в, ";... 
соответственно означают то же для точек т’, т", ..., что Х, У, 2, 


а, 6, с означают для точки 1. Итак, для целого момента имеем сле- 
дующее выраженне 


Ха-ь Ув-н Рен Ха’ У’ Р-н Х"а"-+... 


7. Рассмотрение моментов служит к решению вопроса о переме- 
щениях, к которым способна система сил А, А’, А", ... В самом деле, 
нетрудно доказать, что для сил возможно всякое перемещение, для 
которого момент бывает положительным, но что они не в силах про- 
известь перемещений, которые дают моменту величину отрицатель- 
ную или нуль, 

Мы уже видели выше, что система сил А, А, К", ... будет тогда 
только находиться в равновесии, когда все перемещения, удовлетво- 
ряющие условиям &р>0, 49>0, 47_>0, т. е. все перемещения, воз- 
можные для системы, невозможны для сил, Отсюда следует, что целый 
момент должен быть для всех возможных перемещений отрицатель- 
ным вли нулем, другими словами, нужно, чтобы возможные моменты 
были все отрицательные или нули. 

На алгебраическом языке это условие выражается так; если озна- 
чим для краткости чрез 4 количество Ха + УР-- 2е-- Ха'+ У 
22+ Ха"... то функция 4» должна быть нуль или отрица- 
тельная для всех величин количеств а, 8, с,..., Которые удовлетво- 
ряют условиям 4р>>0, 44>0, &7`>0, ... 

Но как это выражение неудобно в приложении, то мы постараемся 
найти другое простейшее. Следует только решить частный вопрос 
© линейных веравенствах. Требуется найти не величину неизвестных 
@, 6, са, $, с',..., но отношеняе между их коэффициентами, до- 
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ставляемое функциями 4, @р, 04, 4, ..., при котором всякий раз, 
когда для а, 8, с, а',... возьмутся величины, которые делают поло- 
жительными иля нулями все функции исключая первой, функция @ 
была бы нуль или отрицательная. 

Этот вопрос, принадлежащий к самой первоначальной алгебре, 
может быть разрешен различными способами. Вот одно из простей- 
ших решений. 

Рассмотрим сначала частный случай, в котором @р>0, 44 >0, 
"> 0, ...; мы бы имели просто &>>0, 8>>0, 1>0, ..., а, В, 1— коли- 
чества, взятые произвольно среди а, 6, с, а’, #', с’, ; очевидно, 
что в таком случае функция 4 не может заключать других коли- 
честв, кроме тех, которые входят в функции а _>0, В>>0, 1>>0, так 
что 4 обратится в Ха 7В--Ид-..., и притом нужно, чтобы 
коэффициенты Х,, 7,, 2ь ... были все отрицательные. Это последнее 
условие не:нужно для коэффициентов, которые, вместо неравенств, 
соответствуют уравнениям. Чтобы приложить это решение к случаю 
более общему, который нас занимает теперь, следует только переме- 
нать переменные независимые; для сих переменных, вместо а, 5, с, 
а', ..., можно взять количества @р, 44, 4", ... и присоединить к ним, 
если нужно, другие переменные, взятые также, если угодно, между 
количествами а, 5, с, а',..., т. е. мы хотим сказать этим то, что так 
как число переменных должно оставаться одно ито же, то если число 
‘количеств @р, 44, @г,... менее числа количеств а, В, 6, а’, ..., то 
нужно вместе с @р, 4, 4", ... ввести другие переменвые независи- 
мые, которые, если это почтут нужным, могут быть избраны между 
количествами а, $, с, а',... 

По преобразовании переменных, функция 4 примет вид 


Харе э4г+... + Аа ВЗ+..., 


где а, В — переменные, вводимые только тогда, когда число перемен- 
ных @р, 44, 4’ будет менее числа переменных а, $, в, а’, 
Теперь функция 4 приведена к виду частного случая, который 
мы решили; следовательно, нужно, чтобы было А==0, В=0, ... 
и чтобы все количества ^, р, »,... были отрицательные. 
Итак, имеем уравнение 


@=—арнра в уа+..., 


которое, очевидно, заключает уравнения А==0, В==0, ... и к кото- 
рому надобно прибавить неравенства \<.0, в<0, *<0, или, если 
написать предыдущее уравнение в виде 


(1) фара на... 
нужно прибавить неравенства 


2) *>0, в>0, У>0, 
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из числа которых надобно отбросить те, которые принадлежат к усло- 
виям возможных перемещений, выражаемых равенствами 


8) А==0, В==0. 
Так как уравнение (1} имеет место, каковы бы ни были проекции 
а, 6, с, а', ..., то можно уравнять нулю коэффициенты сих коли- 


честв и удержать уравнения, которые мы означим чрез (3) и которые 
вместе с равенствами 


4) @1.-=0, М =0, ам =0 


послужат к определению мгновенного перемещения системы и к на- 
хождению коэффициентов Х, м, у,...; тогда можно судить, в самом 
ли деле коэффициеяты положительны; если так, то мгновенное пере- 
мещекие определено; если ж яекоторые из них не положительны, то 
значит, что силы А, А’, Ю", стараются произвести возможные пере- 
мещения; в таком случае надобно поступить следующим образом. 
Предположим, что Х и в отрицательны, в таком случае силы А, К", 
КЮ", ... будут стараться произвесть возможные перемещения и необ- 
ходимо такого рода, что @р`>0, 44>0, ибо для перемещений, удо- 
влетворяющих условиям @р==0, 44==0, момент был бы нуль или 
отрицательный, следственно перемещение, которое принимает система, 
Удовлетворило бы условию 


4>0, ам>0 


п, таким образом, на них нужно бы было смотреть как на излишние 
и можно бы сделать ^==0, в-=0; но в таком случае мы не имели бы 
никакого употребления из условий 42 =0, АМ =0, которые более 
не существуют. Если бы, вместо того чтобы искать мгновенное пере- 
мещение системы, вздумали найти ее движение в какое-нибудь конеч- 
ное время, то нужно бы было интегрировать уравнения (3) и (4) 
и определить произвольные количества, которые происходят от инте- 
грирования смотря по состоянию системы в данное время. 

8. В этом параграфе мы намерены представить кратко теорию, кото- 
рую мы сейчас изложили. 

Сперва надобно искать все возможные перемещения системы и опре- 
делить все условия 


4>0, ам>0, ам>0, ..., 
которым они должны удовлетворять; потом образовать целый момент 
для какого бы то нн было перемещения, возможного или вет; сей 
момент, если для краткости положить 28 =, 93 =, Р'$'—0', 95$, 
«..› будет 


(2 058 со “) + р 05 


тов (а. 
а |+. 
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далее в функциях 4, ЧМ, 4М, ... отбросить, если есть, члены, умно- 
женные на 4; положим, что эти функции после сего действия будут 
@р, а4, @, ...тотда надобно умножить 4р, 44, 4", ... на положи- 
тельных множителей ^, р, ›,..., произведения сложить с целым мо- 
‘ментом и уравнять, наконед, нулю коэффициевты проекций перемещений. 
Эти уравнения в соединении с уравнениями 42=0, 4М —=0, 4—0 
дадут все, что нужно для определения движения системы. 

Отнеся систему к прямоугольным осям координат и означив чрез 
х, у, 2 координаты точки т, чрез х’, у’, 2'— координаты точки п’, 
чрез х", у”, =” — координаты точки ит” и т. д. и чрез 8х, ду, 82, 8х',...— 
проекции каких угодно перемещений точек т, и’, м", ... на оси 
координат, имеем общее уравнение движения системы 


У 2 ах (у те) ву-- (2 и ) |+ 
5 А8р-- рад -нодг-+ ...=0, 
к нему присоединим еще 
аЕ=0, ам=о, ам=0... 
х>0, №>0, »>0,... 


У означает сумму членов относительно всех масс системы. Если 
положим, что 


4 = Аах-- Вау Саг-- бах... -ТФ 
ЧМ аа вау зкодеча 4х4... + Та 


. .. .. НА инь» 


то, уравняв нулю  коъффициенты количеств 8х, 8 у, 82, 8х',..., получим 
следующие уравнения 


@х 
Х— тв +\Ануа-+. 


У—т 99 АВ... 


4: 
2— ти АС . 


хот каче. ... =0 


так что каждую точку можно рассматривать как независящую от 


других точек и побуждаемую силами, которых проекции на оси коор- 
динат суть 


Х--АА-Ньа-..., У-АВ-ньь+..., ++ .. 
для первой точки, 
ХА вен _.., У-АВ-нь-..., РАС -Ье- . 


для второй точки и т. д. 
Каждое условие, подобное 4Ё`>0, доставляет для первой точки 
силу, которой проекции на оси суть ХА, АВ, ХС, для второй точки — 
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силу, которой проекции суть ХА’, ХВ’, ХС’ ит. д.; самые силы будут, 
следовательно, для первой точки ХУ’А*-- В*-+- С}, для второй они 
будут ХИЯ"-+ В+ С ит. д. 

9. Мы заключим эту лекцию некоторыми замечаниями касательно 
частного случая, в котором возможные перемещения даны помощью 
уравнений. В сем случае целый момент для возможных перемещений 
не может быть иной, как только нуль, в чем легко убедиться из 
общего уравнения равновесия. Общий способ, без сомнения, прила- 
гается к сему случаю, но можно обойтись и без условий ^>>0, в>0, 
*.>0,... Итак, если требуется знать только силы, которые занимают 
место препятствий, то можно определить сначала проекцяи возможных 
перемещений так, чтоб они удовлетворяли условиям, которые для них 
необходимы, потом ввести их величины в целый момент, равный нулю, 
и, наконец, уравнять нулю коэффициенты всех количеств, которые 
должны оставаться произвольными; полученные таким образом урав- 
нения, вместе с уравнениями, дающими условия, доставят все, что 
нужно для определения состояния системы. 

Если требуется определить условия равновесия одних только сил, 
что случается весьма часто, когда система ($} остается в покое или 
когда все массы двигаются однообразно по прямой линии, то нужно 
только положить, что все силы инерции приводятся к нулю. Следу- 
ющие примеры пояснят общую теорию. 


ЛЕКЦИЯ ХУП 


Уравнения движения и уравнения равновесия сиетемы 
неизменяемой. Сложный маятние 


1. Для первого приложения общей теории, изложенной в преды- 
дущем уроке, мы рассмотрим тот случай, когда массы т, т’, т”, ... 
образуют систему неизменяемую. Так называется, вообще, всякое собра- 
ине’ материальных точек, сохраняющих всегда одни и те же относи- 
тельные расстояния, так что если массы т, и’, т”,... образуют неиз- 
меняемую систему, то расстояния от т до т’, от т до т", от т’ до 
ий”, и пр. не изменяются. 

Займемся сначала условиями возможных перемещений. Для этого 
означим прямоугольные координаты масс т, т’, т", ..., соответ- 
ственно, чрез х, у, 2; х', у’, 2; х"’, у’, 2"... и будем рассматривать 
две какие-нибудь массы, напр. т и иг. Расстояние их будет 

УЕ; 
положим, что массы т и и’ перемещаются на бесконечно малое про- 
странство, но совершенно произвольным образом, и изобразим новые 
их координаты: чрез хх, у+-у, 2-82 для массы т, чрез 
ух-ах, у-нзу, гы’ для массы м’; 8х, 8у, 62, 8х", ву, &' будут 
количества бесконечно малые. По перемещении м и и’, расстояние 
их Ух У @' — 2) изменится на количество 
ироко буке м), 
уеб-и-у+е— 

м если желательно рассмотреть только перемещения возможные, то 
нужно уравнять нулю предыдущую вариацию, что доставит 
оба —Убу уе —26—фм=0. 

Для каждой пары масс будет подобное уравнение. 

Так как в неизменяемой системе условия возможных перемещений 
выражаются уравнениями, то мы можем применить к сей системе те 
же рассуждения, какие показаны в $ 9 предылушей лекции. Для 
этого означим чрез Х, У, 2 проекции на оси координат движущей 
силы, приложенной к массе 22, и чрез те же буквы с одиим знаком, 
< двумя знаками, с тремя и т. д. — слагающие движущих сил, пря- 
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ложенных к массам и’, т”, л"",...; целый момент сил, должен- 
ствующих уравновешиваться, будет 


‚ @х / у { ры 
(х тали -- (у тан} 2 те} 82, 


знак У означает сумму относительно всех масс системы. 

Если же рассматриваются только возможные перемещения, т. е. 
перемещения, удовлетворяющие всем условиям, подобным (1), которые 
доставляют свойство системы, то целый момент должен равняться нулю. 
Посему будем иметь 


@х\ / 4еу\ 2\ 
(2) Х[(х тиви (ут -+- (2 —п че] =0 
яри том условии, что дифференциалы, означенные чрез &, принад- 
дежат только возможным перемещениям. 

2. Рассмотрим уравнение (1), и что скажем © нем, то же можно 
будет приложить и к другим условиям системы. Нетрудно заметить, 
зто, означив чрез &р, 84, 3" количества бесконечно малые, впрочем 
совершенно произвольные, можно будет самым общим образом удовле- 
творить уравнению (1), сделав 

Заир м—(-уы 

ду Зухи 

82" — 62 = (у’—у)8р— (м — я) 34, 
откуда 

5’ —2'а-ну бах — г-н удг 

бу" — хара 8р =Зу-— хи-+-2др 

52'— узрх'4=82 —уёр + х44. 

Из этих уравнений следует, что количества 8х — 284 + убг, ву — хи-- 
--28р, 32— убр+-х4 суть одни и те же для всех точек системы; 
означив первое чрез 8/, второе — чрез &, третье чрез &и, будем 


иметь 
ах = + 2849 — уз" 


Зут-нхв" —2%р 
52-Е 8и + уёр— ха 
= +29 — уг 
Зуи" — 2'8р 
д = 8л-нуЗр—х'9 
хи" — у 
зу’ == -нх" в" — 2" ар 
52" = п -ну"8р — х" 84 
5-2" 84 — у" 


8 
феи ннае 


<3) 
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3. Введя эти’ величины в уравнение (2) и уравнявши отдельно нулю 
коэффициенты произвольных количеств 84, $1, 8и, 8р, 84, 87, найдем 


| Улх= р 
| Угу 

У2=Ут4 
Ует-ухут е 
Уех-—яг)-Ут ея ие 


У62 —г)=Ут ив) 


® 


— уравнения, которые служат к определению движения неизменяемой 
системы. Мы не будем стараться упростить их, а сделаем только заме- 
чание, которое представляется само собою. В самом деле, означив №1 
чрез М и чрез ЕЁ, ч, $ координаты центра инерции системы, получим 


Утх= М 
У ту = Ма 
Ха = МЬ 


откуда, интегрируя, будем иметь 


и потом 


Уравнения сии показывают, что центр инерции системы движется 
так, как будто бы в нем соединены были все массы и как будто бы 
он побуждался всеми силами системы, приложенными параллельно 
их направлениям. 

Эта теорема или начало простирается еще гораздо далее: она не 
только относится к системе неизменяемой, но во многих случаях имеет 
место и для систем изменяемых, как мы это увидим, говоря об этих 
системах, 

Если движущие сялы находятся в равновесия, то система будет 
в покое или будет иметь одно только движение — прямолинейное 
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и однообразное, т. е. все массы будут двигаться только по прямой 


в, 
линии и с постоянною скоростью; тогда будем иметь 47-0, 9.0, 


. и уравнения (4) при- 


‚ НЙ , „ 
4 о о 4 о, о, о, 


ав =, в —° ав › а 


зедутся 


9=У(@А—х2) 
0=502—27. 


Эти условия равновесия сил, приложенных к неизменяемой системе, 
известны из синтетической статаки. 

4. Положим, что неизменяемая система, вместо того чтобы быть 
совершенно свободною, заключает в себе неподвижную точку. Означям 
чрез а, 6, с координаты этой точки; к условиям (3) нужно прибавить 
еще следующие: ва=0, 88==0, 8—0, и так как сии последние суть 
уравнения, то вопрос можно решить по способу $ 9 предыдущего 
урока. Следует только изменить величины количеств 8х, $у, 82, 8х’, 
ду’, 82", 8х",... так, чтобы они ямелн соотношение к новым условиям; 


но так как 
83а—8/4-с84 — 68 


86 = 81 +. 987 — сёр 
$ =8и-н 68р — а84, 


то получится 
4-84 —637—=0, ат- а" —с8р==0, зт--5ёр — а84 —=0 


или, полагая, для большей простоты, начало координат в неподвижной 


точке, тогда 
81—0, ат-=0, 1—0 


и уравнения (3) сделаются 

ах — 2 — Ум, Зуя — 28р, ё2== ур —х89 
ум, Зуя 2р, 82 узр—хыщ 
Вх’ "8 - у’бг, Зутх”ае "ар, ба’ у”8р— х4 


Вводя эти величины в уравнение {2) и уравнивая нулю коэффи- 
циенты количеств 84, &р, 8/, находим 


утро у ие 
Уех- хр)=Ут им 


ее ееу) 


Хоа 


5) 
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Если система находится в покое или в движении прямолинейном 
и однообразном, то будет 
8х” 


42 2х 
0, 0... 


и предыдущие уравнения сделаются 


УС ух)=0 
х@хр—х2)=0 
02—27) =0 


и совпадут с теми, которые находятся в синтетической статике. 

5. Наконец, если бы система заклюзала еще неподвижную точку, 
кроме той, которая находится в начале координат, то нужно бы было 
«делать некоторые видоизменения в уравнениях (5). В самом деле, 
если означить чрез а, 2, с координаты второй неподвижной точки, 
то нужно, чтобы 8а=0, 86 ==0, 86 =0,т.е. с84 — В’ ==0, а8" — п8/=0, 
53р—а841=0, или, проведя ось х чрез вторую неподвижную точху, 
в каком случае 2 с=0, чтобы 8—0, 89 =0, следовательно 


и уравнение (1) сделается 
Ур -арУт(Ии). 
В том случае, когда система сохраняет свое состояние, предыдущее 
уравяевие приведется к следующему 
0—3 (уй —2У). 
которое дается в синтетической статике для условия равновесия неиз- 
меняемой системы, заключающей две неподвижные точки. 


6. Уравнение 
У —#= [943 — 2ту 
(2 2)=Ут( 2", 


которое относится к движению неизменяемой системы, заключающей 
неподвижную ось и именно ось х, послужит нам к вычислению качаний 
сложного маятника. Так называется неизменяемая система, побу- 
ждаемая силою тяжести и могущая обращаться около неподвижной 
торизонтальной оси. 

Возьмем, как видно из этого уравнения, неподвижную ось за ось 
х, ось У— вертикальною в направлении силы тяжести, а ось 2— гори- 
зонтальною, и притом так, чтобы центр инерции маятника находился 
в плоскости у2. Будем иметь 2==0, 7=ат, и уравнение движения 


сделается 
ау — уг 
У» (ем - ` —=у У т2 = МС, 
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где © означает ордвнату центра инерции, параллельную оси 2, а 
М— массу системы, т. е. М== Ум. 

Прежде нежеди приступим к интегрированию предыдущего урав- 
нения, нужно определить первоначальное состояние маятника. Положим, 
что маятник начинает выходить из состояния покоя, т. е. что перво- 
начальные скорости всех масс т, м’, и”, ... равны нулю, и посмотрим, 
что нужно для того, чтобы маятник оставался еще в покое. Для этого 
следует только предположить, что все силы инерции равны нулю, 
в каком случае будет &=0, т. е. для равновесия маятника нужно, 
чтобы его центр инерции находился в вертикальной плоскости, про- 
ходящей чрез неподвижную ось. Мы взяли оси координат, как пока- 
зывает уравнение (=0, так, что центр инерции находится на оси у. 
Означим чрез р расстояние центра инерцин от неподвижной оси 
и положим, что при первоначальном положении маятника линия р, 
вместо того чтобы совпадать с осью у, делает с нею угол а. Тогда 
маятник уже не останется в покое, а будет производить беспрерывные 
качания, которые мы намерены теперь определить. 

Означим для сего чрез 8 изменяемый угол, который р составляет 
су при конце времени &, протекшего от начала движения, чрез г— 
расстояние какой-нибудь точки т маятника до неподвижной оси и чрез 
В— угол , составляемый сим расстоянием с линиею р; будем иметь. 

==рзт 0, у==Рс0$ (8-8), 2=г5 (8-8); 
подставляя эти величины в уравнение 


получим 
ЧУ ти = — М з10, 
но Ут есть не что другое, как момент инерции маятника отвоси- 
тельно неподвижной осв; сделав У," =Жи м 1, найдем 
9-Е 
а 
откуда, умножая на 248 и интегрируя от #=0 и 6 =, будем иметь 


Ро 
а 


518, 


= 14 (с050 — воза). 

И для простого маятника, имеющего длину, равную а, и выведен- 
ного из вертикального положения на угол а, имели бы равным обра- 
зом 

® Е оз 
и=— = — 032). 
аз ©0880 —< . 


Итак, сложный маятник совершает качания точно так же, как 


К 
и простой маятник, имеющий длину а=ъм ; длина сия определяется 
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очень легко, и тогда, вместо того чтобы рассматривать качания слож- 
ного маятника, обыкновенно рассматривают только качания маятника 
зростого. 

Озвачив через № момент инерции маятника относительно оси, 
параллельной неподвижной осн и проходящей чрез центр инерции, 


имеем 
К== М-Н, 
и посему 


Следовательно, простой маятник, качающийся подобно сложному, 
имеет длину бблыную, нежели расстояние между центром инерции 
и осью привеса. Точка, находящаяся на линии р и отстоящая от непо- 
„движной плоскости на длину @, называется центром качаний сложного 
маятника; центр сей качается совершенно так же, как и простой 
маятник, имеющий длину а; впрочем, очевидно, что не одна эта точка 
имеет такое же свойство: все точки, находящиеся в плоскости, про- 
ходящей чрез центр инерции и чрез неподвижную ось, и отстоящие 
от сей оси на расстояние 2, обладают тем же свойством, 

Для однородного шара, имеющего радиус 6, находят 


з 
ны Зиг 
и 
а=р— 55° 
Н 
Мы окончим этот урок замечанием, что количество 2-м; ие 
изменится, если в нем р заменить чрез @— р; в самом деле, а—р+- 


Н 
—+м@е—р› КОГда вместо а——р вставится его величина =, сделается 


Отсюда следует, что если маятник перевернуть и, вместо нело- 
движной оси, взять ту, которая проходит чрез центр качания, парал- 
лельно первой неподвижной оси, то центр качания будет находиться 
ва сей последней —в плоскости, перценднкулярной к этой оси и нрс- 
ходящей чрез центр инерция. 


ЛЕКЦИЯ ХУ 
ЗВерезочный многоугольник 


1. Для второго приложения общей методы мы возьмем вопрос 
о равновесии веревочного многоугольника. Так называется собрание 
веревок, образующих многоугольник, который, впрочем, может нахо- 
диться и не в одной плоскости; от каждого угла, в котором две 
веревки связываются узлом, идет третья веревка, натягиваемая силою; 
две крайние веревки многоугольника также ловинуются известным 
снлам. Веревки предполагаются совершение гибкими, но не растяжн- 
мымн; они заменяются иногда неизменяемымя прутьями; постоянные 
узлы — узлами текучими или скользящими во длине веревок; мы 
рассмотрим впоследствии эти частные случан отдельно. 

2. Назовем чрез Х‚, И, 2, проекции на оси координат силы, 
действующей иа одном конце многоугольника, которого координаты 
Хх, У 21; чрез А», Г, 2, — слагающие, параллельные осям силы, дей- 
ствующей на первой вершине многоугольника, которой координаты 
Х„, Уз, 2; чрез Ху, Г» 2з-— слагающие силы, приложенной ко второй 
веригине многоугольника, которой координаты х., У,, 23; вообще чрез 
Хь Г, 2, — слагающие силы, приложенной к вершине { —1 многоуголь- 
ника; наконец, чрез Х,, Г, и, 2»: —<силу, приложенную к последней 
п—2 вершине многоугольника, которой координаты Хх» 1, Ура, Выль, 
и чрез Х,„ У, 2,—силу, влекущую другой конец многоугольника, 
которого координаты Х„, У», 2„, следовательно многоугольник состоит 
из И—1 сторон, которые мы означим чрез гы, К», Г». вообще 
ща, 

3. В таком предположении связь системы подлежит одному только 
условию, именно — расстояние между двумя какими-нибудь последо- 
вательными точками (х,, у 2) и (хг+1, у;+1, 2-51) может только умень- 
шаться или оставаться тем же, но никогда не может увеличиться, 
потому что изменяются одни только углы, булут ли веревки натянуты 
или нет, Посему характер системы вполне определяется посредством 
п —1 неравенств веда 


21<0, или —89>>0, 


где # представляет последовательно все целые числа от 1 до #— 
а г, означает расстояние точки (х» У» 21) от (Хнь Увь ыы). 


13 Собр. ооч. М. В. Острограденого, г. 1, ч. 2 
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Каждое из сих выражений, по общей методе, должно быть умно- 
жено на отрицательного множителя и сложено с полным моментом 
системы. Означим сих множителей через №», №, №,..., вообще 


№, -.. А; употребив для краткости знак У для конечных сумм по- 
добных членов, получим общее уравнение равновесия 


(а) Уи зж-- ву 2) — 


р 


рта гп 
У» &, когда положим ^,=0, следовательно будем 


Усе вя-- ив -|- 2182 МЫ 
$=1 


Полагая равными нулю коэффициенты количеств &хь 8у, 82, имеем, 
каково бы ви было &, 


— 1% — 


я, В, № означает углы, которые сторона’; многоугольника, проведен- 
кая от угла 2-1 к углу & составаяет с осями координат. Полагая. 


в сих уравнениях #=1, 2, 3,..., и, получим 
{ Х, =» с0$ а, 
У, =» соз В 
2, = ©0$ А, 


-Х, =, с08а, 
У, -+- У, = 2, <0$ 

2, 2. =», с0з 11 

А: Х,-+Х=, соза, 

У ХУ, = А с0$ № 

© 2,4-2,4 2, № 051 


&) 


п 
Ул ди Вы 2, +... 


4. Равенства (1) и (2), составляющие вместе 2 (п— 1}-+-З==2и +1 
уравнений, потому что три равенства каждой из строчек {{) заключают 
в себе только два отличные уравнения, —эти 2н--1 отношения, 
говорю я, доставляют условия равновесия, необходимые и достаточные 
для веревочного многоугольника, ибо, по общим нашим правилам, 
система Зл точек, соединенных чрез 22 условий, дает место За — т 
условиям равновесия; но ^р здесь равно п— 1, следовательно Зи — т= 
—2"--1. 

Найденные условия, будучи объяснены по началам аналитической 
геометрии, ведут к следующей теореме: 

13* . 
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„Для равновесия веревочвого многоугольника нужно и достаточно; 
чтобы сила Р) (или 7+), действующая на оконечности многоугольника, 
была направлена по первой его стороне и притом натягивала бы ве- 
ревку, из которой он состоит, не в противную сторону; чтобы 
равнодействующая этой силы и силы Рь, если мы представим их дей- 
ствующими на первой вершине многоугольника и приложенными к сей 
вершине, была направлена по второй стороне многоугольника в притом 
натягивала бы ее; чтобы равнодействующая этой равнодействующей 
и силы Р.„, представляя сии последние приложенными ко второй вер- 
шине многоугольника, была направлена по третьей стороне его и при- 
том натягивала бы ее и т. д. до сил „и Р.л, которые были бы 
приложены кл— 2, вершине многоугольника, и которых бы равно- 
действующая *„_, была направлена по последней стороне оного и притом 
натягивала бы ее. Наконец, сия последняя равнодействующая ),„-: 
должна быть равна и прямо противоположна силе Р,„, действующей 
на другой оконечности многоугольника, которая, следовательно, должна 
быть направлена также по его последней стороне и также должна 
натягивать его“. 

Силы Р, Р, Р,,...Р, посему суть такого свойства, что, будучи 
перенесены, сообразно их действию и параллельно их направлению, 
в какую-нибудь точку пространства и, следовательно, также в какую- 
нибудь вершину многоугольника, они уравновешиваются, так что 
равнодействующая сил Р,, Рь, Рь,...,Р; ({ какое угодно) равна и прямо 
противоположна равнодействующей сил Р„_„, Рьз,...,Рьа- Эту общую 
напряженность сих двух равнодействующих, рассматриваемых прило- 
женными в разных направлениях к двум оконечностям стороны г; 
многоугольника, называют напряжением (!а 1епуоп) этой стороны. 
Общее выражение его, как легко можно видеть, есть следующее 


— № * з 
И бя (Ук (2) . 

5. Касательно веревочного мнотоугольника иногда. предлагают про- 
блему обратную, т. е. по данным силам, которые должны натягивать 
многоугольник, равно как и по данной длине его сторон, определить 
положение, какое он будет иметь в состоянии равновесня. [о условиям 
его равновесия, которое мы вполне изложили в предыдущем параграфе 
геометрическое построение сего положения не представляет ни малей. 
шей трудности. Свачала мы заметим, что для определенности вопроса 
нужно, чтобы одна вершина или, по крайней мере, одна оконечность 
была дана по положению, потому что многоугольник, будучи в равно- 
зесни, необходимо останется тут, каково бы ни было место простран- 
ства, куда переносят его и все силы, если ничто не изменяется в сих 
последних и в самом многоугольнике. Итак, положим, что оконечность 


{) 
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х, у, = дана; на продолжении силы Р, отложим длину #1, которая 
будет первою стороною многоугольника. Найдем равнодействующую 
2: сил Р, и Р,, перенесем ее на найденную вершину х‚ У» 2: и на 
ее продолжении отложим длину х.„, которая представит лругую сторону 
мвогоугольника. Поступая таким образом до последней равнодей- 
ствующей ^„:, которая по условиям проблемы должна быть равною 
и противоположною силе Р,, можно найти точку приложения х„, Ун,2. 
силы Р‚, отложив на продолжении ее дливу ’„. Совершенно беспо- 
лезным считаю приводить здесь построение, совершенно сходное, кото- 
рое надобно бы было употребить, если бы первоначально дана была 
одна из вершин многоугольника. 

Чтобы получить формулы, которые бы давали функцию координат 
какой-нибудь оконечности, напр. х, у, 2, и слагающих Хь, 7, 2:,....Хи 
У» Ди, равно как и функцию длин г, Г» 7....Ги, координаты раз- 
личных вершин многоугольника и другой оконечности его, нужно 
только взглянуть на уравнения (7. Первая строка их дает тотчас 
координаты х„, У» 2, первой вершины, которые будут 
и, м, 2, 


р и 


Ж®=— хм, — ‚ = 


Видно также, что освободив от знаменателей Г, 7», Гл›...,Га: вторые 
члены уравнений (1), координаты х», Уз, 23 получатся непосредственно» 
складывая две первые строки сих уравнений; координаты Жи, У, 2, 
получатся, складывая три первые строки; вообще координаты хь У, 2; 
получатся, складывая #—1 первые строки. Таким образом имеем еще 


жа" тех, + ы 


н вообще 


Напряжения Л, 1,, ^.,...,№ьа даны посрелством уравнений (1) а именно: 
= Р,, =Р,, =Р.,........ ма Рьл 

6. Если стороны многоугольника, вместо гибких веревок, составлены 
из твердых и несгибаемых прутьев, соедипенных посредством шарни“ 
ров, которые допускают совершенную изменяемость углов много- 
угольника, и если к сим шарнирам, равно как и к двум оконечностям, 
приложены силы Р, Р» Рь,...,Р» то нет никакой надобности в новых 
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вычислениях, чтобы найти условия равновесия подобной системы, 
равно как и все обстоятельства, которые ее будут сопровождать. 
Достаточно будет заметить, что разность между условиями связи 
прежнего и настоящего многоугольника состоит в том, что в послед- 
нем каждая сторона должна будет сохранять ту же длину, каковы бы 
ни были перемещения, даваемые различным вершинам, тогда как 
в прежнем эти вершины зависели от условия: никогда не отдаляться 
каждая от своей предыдущей. Следовательно, эта система, будучи 
совершенно определена чрез и— 1 уравнений 


в, =0 


а В 


{{ представляет постепенно все натуральные числа от 1 до п-— 1), 
тем же путем и теми же средствами доведет нас совершенно до тех же 
уравнений (с) и (4), необходимых для равновесия. Разность будет 
только в том, что здесь знак множителя }, может быть каким угодно 
и равновесие не нарушится. Итак, условия равновесия будут те же 
самые, какие и в веревочном, собственно, многоугольнике, с тою лишь 
разницею, что здесь достаточно будет одного направления какой- 
чибудь равнодействующей ›, по соответственной стороне г; многоуголь- 
ника, которую она должна натягивать или сжимать. 

7. Рассмотрим теперь тот случай, когда один, несколько или даже 
все узлы, соединяющие собою веревки веревочного многоугольника 
я принимающие на себя приложение сил, заменены подвижными коль- 
цами, которые могут свободно скользить но длине веревок. Не изменяя 
вычисления, можно заменить этот случай тем, который мы разобрали 
вначале, Положим, что имеется только одно подвижное кольцо в си- 
<теме и находится оно в той точке, которой координаты суть х, у» 
я. Условия (п—3) связи в системе, соответственно сторонам /., г», 
Тео Рыь Гна Риз Гиз»: ...Год многоугольника, будут совершевно те 
же, какие в $ 3; что касается до сторон л;; И г, то связь изменится, 
и не только вершины Х-ь Урь 21 И Хь Ув 25 Жь У 2: И Хр, Унь 
ны могут сблизиться или сохранить взаимные расстояния, но и стороны 
2,4 и 2, могут также увеличиться, если не увеличиваются их вершины. 
Таким образом два неравенства связи, которые в предыдущем случае 
относились к этим двум сторонам, приводятся здесь к одному 


87.4 -н г, = 0, 
которое равносильно следующему 


бы бр бд бд + (и — 
С" 


= бан 29 бя: — &кд + (уна — Уд Уна 899 + Фа — 29 Фан: — 88) 
т: о. 
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Пусть А будет положительным множителем, на который требуется 
умвожить это выражение, чтобы потом сложить его с целым моментом 
системы; все прочие члены суммы, складываемой с сим моментом для 
‹оставления уравнения равновесия системы, суть те же, какие в 6 3; 
чтобы получить совершенную тождественность, сделаем 
&А= 
А=» 


и тогла получим 


м 


Вот дополнительное условие для совершенного равновесия. 

Если в системе находятся два или большее число подвижных 
колец, соответствующих стольким же непоследовательным вершинам, 
то каждое из них доставит подобное же дополнительное условие 
равновесия. Когда же находится два или большее число подвижных 
колец, соответствующих последовательным вершинам (х, У 2), (хнь, 
Унь 2на), (Янь Унь 2нз),....т0 все неравенства связи, соответствова- 
вишие, для случая неподвижных узлов, сторонам, заключающим сии 
вершины, будут заменены одннм, т. е. сумма сторон ира, Гь Гна» Гна.-* 
может только или уменьшиться, или остаться тою же; но члены 
которые будут находиться в сумме, входящей в уравнение равновесия 
можно совершенно применить к предыдущему случаю, положив, что 
мы всегда можем сделать 


А= 
А 
АА 


так что силы Р, Рь Рь...,Р» по удовлетворении 28--1 условиям 
(#) п (2), должны еще, для равновесия, удовлетворять условню 


Ма га 


Таким образом вообще всякий текущий узел введет еще одно 
условие равновесия для системы, и это условие состоит в том, что 
напряжения двух сторон, прилежащих к подвижному кольцу, должны 
быть равны, так что если находятся два последовательные подвижные 
кольца, напряжения трех прилежащих сторон должны быть равны, 
н если все узлы многоугольника суть подвижные кольца, то напряже- 
ния всех его сторон должны быть между собою равны. В то же время 
условия раввовесия для неподвижных узлов остаются во всей своей 
силе и для случая узлов подвижвых, так что условие, относящееся 
к нанряжениям, очевидно, приводятся к следующему: сила, прило- 
женная к каждому из подвижных колец, должна разделять на 
две равные части угол, заключающийся между прилежащими сторо- 
нами, как это можно видеть с первого взгляда на фягуру. 
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Веревочный многоугольник, состоящий из п—1 сторон и т по- 
движных колен, доставит, по предыдущему, 2"-}- т--1 уравнений 
равновесия, как это показывает общая теория, потому что Зи ж-+ 
-1=8 — (п — т 1) и посему находится п—т —1 условий связи 
системы. 

8. Рассмотрим еще тот случай, когда две оконечности веревочного 
многоугольника суть неподвижные точки, к которым напрасно было 
бы прикладывать силы, почему и положим: Л, =0, 7,==0, 2, ==0, 
Х„=0, 7,=0, 2,=0. К п—1 условиям, изображающим веревочную 
систему (№ 3), здесь прибавляется еще 6 следующих: 8х, = 0, $, =0, 
82, =0, 8х, ==0, &у,=0, 82,==0. Умножим оные на шесть соответ- 
ствующих множителей а, 6, с;, а», 8», с, и по общим правилам соста- 
вим уравнение равновесия системы (см. $ 3) 


аж -- бу, 5 сб а, 5х, 5 о, бу, св. 


1—в 


= У(Жахен УЗур даа, Аа) 
= 


Ух их) Мы ха 


ИН би у) — бы — УВун 
1—4 (и — 2,1) — № (@: — 2] аа = 
Г ОРЗ А 

Эта сумма моментов только тем отличается от суммы моментов 
$3, чо силы Х, И, 2, Х„ У» Р» которые здесь не суще- 
ствуют, заменены соответственными количествами а, $л, С, а„, 6, с» 
и потому выражающими в настомщем случае натянутости крайних 
боков многоугольника. 

Уравнение (к), по причине произвольных и независящих друг от 
друга изменений координат, не может быть удовлетворено, если не 


будет равен нулю каждый член в отдельности. Посему для равновесия 
системы нужно, чтобы 


Ч. ==Х, 03а, =0 
В. ==, с0з В == 
в =, 0$ 1! = 


Я). -1 60а, == 
би, СОЗ В, 1 == 
С„--^,. 16081. .== 


(по причине № =0 н ^,==0); сверх того, мы имеем еще уравнения (©), 
$ 3, с тем только различием, что в них 2 представляет последовательно. 
все натуральные числа от 2 до и— 1; следовательно, взяв суммы всех 
Х, всех Ги всех 2, каждый от 2 до г вообще, будем иметь 
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: 
а + Ух, =, соз а; 
> 


У ==», с0$ 8, 


@ 


2, =\, 6051; 


и для =п— 1 


я—1 


(т) и-+ Уиь, 0 


Ри 
р 


я—1 


= + У Р.С 
р 


| 
Из сих уравнений следует, что для произведения равновесия рассыа- 
триваемой системы можно взять произвольно одну из сил, приложен 
ных к крайним вершинам многоугольника, напр. силу (приложенную 
к вершине) Р., и дать ей какое угодно ваправление и напряжение, 
С тем единственным условием, чтобы она находилась в плоскости двух 
веревок г, и г, и притом во внутренности угла, образуемого продол- 
жениями сих веревок; найдя, посредством параллелограма сил, равно- 
действующую », перенесем ее медленно в точку (хз, Уз, 21); здесь 
изберем снова произвольно направление силы Р; в плоском угле, обра- 
зуемом продолжениями веревок г, и 7.; определим напряжение равно- 
действующей силы по параллелограму сил, вообразим ее перенесенною 
в точку (х, Ух 2) и т. д, поступая со всеми прочими силами Рь, Рь, 
р, ., Р.: точно так, как с силою Р,. Эта веобходимость для силы 


,.. 
Р; находиться во внутренности плоского угла, составляемого продол- 
жениями веревок г;: и У» аналитически доказывается исключением 
41 и Х, из уравнений (с); получив из тех же самых уравнений выра- 
жения для А; и *, полагают их меныиими 0, что лоставит одно урап- 
нение и два неравенства. Мы не хотим здесь останавливаться на сих 
выкладках, которые, впрочем, не представляют ничего затруднительного- 

9. Обратный вопрос, или определение координат вершин много“ 
Угольника в том случае, когда положение неподвижных его оконеч- 
ностей дано, равно как и проекции на оси уравновешивающих сил, 
зависит от решения Зи —6 уравнений (с) или от {1} и (т) в соедине- 


ний сп—1 других 


бе жуть (уз уд ант 
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ибо длина сторон многоугольника также дана; по исключении п—1 
количеств №, А, ..., А»: останется Зи — 6 уравнений для определения 
координат #—2 вершин. 

Если все силы, приложенные к вершинам, параллельны между 
<обою, напр. когда это будут какие-нибудь тяжести, то, как показы- 
вает построение предыдущего параграфа, весь многоугольник будет 
находиться во время равновесия в одной и той же вертикальной пло- 
«кости, проходящей чрез две неподвижные точки. Система трех урав- 
нений (1) приведется тогда к системе двух уравнений, если примем 
плоскость многоугольника за одну из плоскостей координат. 


ЛЕКЦИЯ ЖХ 
Цепная линия 


1. Рассмотрим еще случай равновесия совершению гибкой, но нерас- 
тяжимой нити, неподвижно укрепленной в обоих концах и побуж- 
даемой в каждой из ее точек (х, у, 2) ускорительною силою, которой 
составляющие, параллельные осям координат Х, У, 2, предполагаются 
для большей общности изменяющимися при переходе от одной точки 
к другой и, следовательно, функцяями трех переменных х, у, 2. Поста- 
раемся найти отношения, которым силы Х, У, 2 должны удовлетво- 
рять в случае равновесия нити а, равно по данным силам, кои удо- 
влетворяют сим отношениям, определить свойство кривой, принимаемой 
нитью в состоянии равновесия. 

Означим чрез 45 элемент длины нити, чрез ® — площадь нормаль- 
ного ве сечения, чрез р — плотность нити, элемент ее массы предста- 
вится чрез ро 45, и составляющие силы движущей, приложенные к этому 
элементу параллельно осям, — чрез Хро@3, Уро 5, Хр. Пусть будут 
хь У, 2ь Хь №, 2, координаты крайких неподвижных точек нити и 8, 
как прежде, —— характеристика дифференцирования относительно воз- 
можных скоростей точек системы, ее услозия связи приведутся сперва 
к следующим шести 
{1) 8х,==0, 8 ==0, 8.50, 3х,=0, 8у,=0, &2,=0, 
выражающим неизменяемость положения крайних точек нити; по- 
том —к тому условию, что расстояние каждой точки от ее смежной 
может только уменьшиться или совсем не измениться (совершенная 
тибкость), но никогда не может увеличиться (нерастяжимость). Сие 
выразится неравенством 
(2) 845 =0, 
отнесенным ко всем элементам нити, или, говоря в строгом смысле, 
бесконечным числом неравенств формы (2). 

2. Момент возможного перемещения какой-нибудь точки приво- 
дится к выражению 


(3х-ь бу РЫ)ро 3 
и, следовательно, полный момент системы — к сумме 
| ры (Хах-н Уау + 282) 45, 
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распространенной на все элементы. Также сумма каждого выражения 
(2), умноженная на отрицательный множитель », приводится к инте- 


гралу 
{ 24 


распространенному на все элементы нити. Наконец, означая чрез а, 
Ь,, сь аь в», 6, какие-нибудь факторы, найдем общее уравнение равно- 
весия системы 
ео ая-- УЗу-+ 282) 45-= озаа найх-- Ву 
3) оба аа вх В.ду-+- 6,82 —0, 
где 8 означает дифференциальное изменение координат совершенно 
произвольное. 
3. Так как 43° — 4х*-+-@у\-+-42* и, следовательно, 
4585 — аз их -+ уд 4у + 42342, 


то сделается 
оо ГА дхн булава) 


по изменении порядка дифференцирования. Интегрируя по частям н 
взяв между пределами, найдем 


рая = 2—1 г ви — [ха А 
реа) в й ви, — [54 
ее в, в [га 


ох 4 
Законоположения 6%), 6), и пр. означают то, во что обраща- 
ву 


ах 
ются Ар, Аз и ПР. ПО подстановлении в них на место х, уг 


частных значений Хь, уз, 2, №, Ул, 21. 
Следовательно, общее уравнение равновесия может быть предста- 

влено в таком виде 

5х: [+ + 


|, 


[рез а ах -+- [в а %, Ач 
А а 
.) 


й 
ры д ву [в — [а АЕ 
Н 


42\ 1]; 
э[а ое, 52 [+ =. 


| [вы — 4 Ра 82 +. 


Но так как 8х, Ву, 82, Зх,, ду, 42, 8х, Зуз, да, означают количества 
вовсе произвольные и не зависящие одни от других, то получим необ- 
ходимые условия равновесия системы 
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4х 
Хо — Ч. —0 
[0] Уз — 0.9 —=0 


47 
| др — ЧА 


т 
ав) 29 
4 
©) м (= 
Ил 
| ое 
Уравнения (5) дают 
а в й и — 
их = мг = пы 5=— Уа-н вне 
вн Ел 4) 


а, 


у 
берем при корнях знак (—), ибо %:, №, должны быть отрицательными 
дия равновесия; а посему: 


—_ ж\. 
\щ Л’ 


(6) 


(@161с;) и (а,Вьс;) в уравнении равновесия представляются совершенно 
так, как известные силы, приложенные к концам нити, которых напра- 
вление заменяет действие неподвижных точек, ибо это действие 
рождает в уравнении равновесия те же точно члены, как к сказан- 
ные силы. _ 

Из уравнений (6) видно, что равнодействующие а, 
-Иай-- В: с? этих сил направлены по касательным в крайних 
точках кривой, образуемой нитью, вытягивая оную. Между тем, урав- 
нения (5) не доставляют способа для определения абсолютных вели- 
чин сих натявутостей или равнозначущих им количеств —®,„ -—4,. 

4. Перейдем к исследованию уравнений (4), которые’ посему един- 
ственно нужны для равновесия. Оные можно представить в следую- 
щем виде 


ебать 


Хой ва и ф=0 
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@ уро — 14 д= 


роз — 44 а 0; 


исключая 4, найдем 


ах 4 
я Кро — бро Трой — 1 
тах ау. 
Е @ 
Дрова 
8 =——“. 
ЕЗ 
Но можно также исключить ^; для сего умножим уравнения (7) отно- 
ах 2 42 
сительно на ду, 45, дз, Получим 
9) = рю (Хах- удун 2 а:) 
дать дук ея ах ах, у 14 
по причине 2 =1и 9х 4—0. Когда 


уравновешивающие силы Х, У, @, равно р и ®, даны в функции х, 
у, 2, то шо интегрировании выражения (9), если оно удовлетворяет 
условиям интегрируемости, найдем 


{10) А [во (Хбх- уф 24) сова. 


Подставив эту величину, место \, в тройное равенство (8), получим 
дифференциальные уравнения кривой, образуемой нитью в состоянии 
равновесия. 

Постоянное количество, равно как и прочие введенные интегриро- 
ванием дифференциальных уравнений величины кривой определятся 
по данной длине нити и известному положению ее двух крайних непо- 
движных точек. 

Во всяком случае, извлекши Х из двух каких-либо члеяов тройного 
равенства (8), продифференцировав его и подставив в (9), дойдем до 
дифференциальных уравнений кривой нити, будет ли выражение (9) 
удовлетворять условиям интегрируемости или нет. 

Функция Х есть то, что называют натянутостью в соответствующей 
точке кривой согласно понятиям, изложенным в теории веревочного 
миогоугольника, которого настоящая система, собственно говоря, 
составляет только частный случай, когда число сторон многоуголь- 
ника сделается бесконечно великим. 

5. Приложим предыдущую теорию к случаю весомой однородной 
нити, свободио привешенной за оба неподвижные конца и имеющей 
по всей длине одинаковое поперечное сечение. Кривая, образуемая 
нитью в состоянии равновесия, которую, без сомнения, всякий имел 
случай заметить, называется ценною линиею. Приняв ось у за верти- 
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кальную, но направленную снизу вверх, будем иметь Х==0, У=0, 
2=0, где д означает ускорительную силу тяжести. Если назовем: 
чрез р количество постоянное &рю, которое означает вес единицы 
длины нити, уравнения равновесия (4) обратятся в 


0) ао, =, 49) раз, 


интегрируя которые с придачею постоянных произвольных количеств 
с, 6', с", найдем 


2 Чен 
{12) Аве, Ане“, Арес — ра. 


Два первые дадут 

= ИИ 642 —с"ах-0, 
нли, интегрируя, 
(13) ва— хе" —0, 

Это уравнение показывает, что вся цепная линия находится в вер- 
тикальной плоскости (13). Избирая, для большей простоты, прямую, 
данную уравнением (13) на плоскости хе, за ось х, будем иметь для, 
всех точек кривой 2==0 и 4==0. Остается только рассмотреть пер- 


вое и третье уравнения (12). 
Деля одно на другое, находим 


— 63 
е 


(14) цу = 


т = -+ аз. 


Полагая ть, вмеем —‹=-49. Дифференцируя уравнение (14). 


находам И 
ду’ =ааз=аахУ Ту" 
или а, 
Ир ИИ 
Ча — я ‚ 


которого интеграл весьма хорошо известен; он есть 
ах-+ сопла, = 08 (у НИНУ), 
ИГУ ну Аг“, 
где А означает произвольную постоянную 


ТИ 1 
У У=диь = 


следственно 


складывая 

{15) 

коего интеграл есть 
1 ах 

{16) = ее" +В 
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— уравнение целной линии, где остается только определить постоян- 
чые по правилам $ 4. 

6. Дабы упростить это разыскание, заметим, что так как нить сво- 
бодно повешена, то цепная линия должна иметь, по крайней мере 
одну ординату — наибольшую или наименьшую. Всяи изберем для 
начала координат ту точку кривой, которой эта орлината соответ- 
ствует, то получим тотчас для сего начала координат х=0, у-=0, 
„у =0, что, будучи подставлено в уравнения УТ ну?-- у’== Ае\и (16) 
даст 


‘откуда 
(7) 
(18) И" из [уравнение (15). 


Син уравнения показывают, что цепная кривая симметрически расио- 
‚ложена около оси у, ибо у ве переменяется от перемены х в — х; сверх 
того, кривая имеет одну только наибольшую ординату, ибо предио- 
зожение у’—0 дает уравнение 2?” —1, которое лопускает один только 
вещественный корень х—0. 

7. Но чтоб увериться, нет ли других положений равновесия, опре- 
делим постоянную а, вводя данную длину`5$ нити. Назовем чрез 
2 торизонтальное расстояние неподвижных точек, считая дугу от точки 
А (х» у, у), которой абсцисса предполагается отрицательною; каково 
бы ня было положение равновесия нити, будем иметь #=0 для х= 

—1 в $=$5 для х=+1. Подставляя в уравнение (18), находим 

ее ей 


2 5, 


а! 


=#-а5, 


откуда, исключая 5, получаем 


[65 5 

— уравнение трансцендентное, которое послужит к определению а. 
Здесь не столько нужно вычислить самое а, сколько определить 

число вещественных решений, которыеоно допускает, ибо каждому из них 

будет соответствовать особое положение равновесия нити. Во-первых, 

отряцательные корни уравнения (19), если они имеются, равны, соот- 

ветственно, положительным его корням, ибо уравнение не изменяется 


эт перемены а в —а, следственно нужно только отыскать чнсло поло- 
ео! 


жительных вещественных корней. Количество ре всегда будет 


возрастать при а положительном и возрастающем, иди, что одно и то 
же, ее производная функция относительно а будет постоянно удер- 
жизать положительный знак пря каком угодно а, лишь бы оно было 
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положительно. Чтоб доказать это со всею строгостью, достаточно 
будет упомянутое количество представить в виде 


: 
Ре ое) фь, 
: 


® есть произвольная переменная. Сей вид явно показывает, что про- 
изводная относительно а будет суммою бесчисленного множества чле- 


нов, конх общий вид есть 
Ро (ев — 2%) до, 


« примет по порядку все величины между Он 1; 44 означает его 
приращение положительное, бесконечно малое. Но нет ни малейшего 
сомнения, что всегда 

1 


2 >> вы ИЛН 611, 


#60 е==2.718... н а, 1 ® положительные. Итак, каждый член упо- 
мянутой суммы, а следовательно, и вся она будет положительная при 
всех положительных величинах а. 


Н 
© функция ош 


для а=0 делается равною 2/, при а==е делается также разной с; 
хотя она в обовх случаях представляется в неопределенном виде 


5 н°%, но настоящие ее значения для сих случаев приводятся по 
дифференциальному исчислению к звачениям /(е’--е“), которые 
суть 2Ё и <. 

Но 2#<5, и функция 


ей ем 

а 
возрастает постоянно от а==0 до а==%, и притом возрастает далее 
всякого данного предела, и, следовательно, по необходимостн, и при- 
том один только раз, достигнет $ при некоторой положительной велн- 


чнне для а. - 
Уравнение (19) потому имеет один только положительный веше- 


ственный корень и, следовательно, и одив вещественный отрицатель- 


ный, раввый и с противным знаком. 
Отсюда, повидимому, следует, что есть два различные положения 


равновесия, одно, соответствующее положительному корню, а дру- 
гое — отрицательному, но легко удостовериться в невозможности сего 
последнего, как лающего для ^ величину положительвую. 

8. В самом деле, первое из уравнений (12) дает 


43 
= 


14 Собр. соч. М. В, Острограйоного, г. 1, ч. 2 


или, по причине Ра; уфа 
1—4 _ реке 
ав ^ 
откуда видно, что для отрицательного ^ вужно, чтобы а было поло- 


жительное, следственно имеется одно только положение равновесия- 
Обращая внимание на то, что в силу уравнения (17) 


будем иметь 


Рассмотрим только абсолютную величину », которая есть не что иное, 
как натянутость в какой-либо точке, и выразится чрез 


(25) ру г. 


В вижайшей точке, для которой У=0, =, ватянутость будет 


нанменьшая и возрастает однообразно с обеих сторон к оконечностям. 
и наибольшая в постоянных точках, для коих 
р 2 
21) ее. 
Уравнение кривой может быть представлено в еще более простом 
виде; следует только перенести ось х, параллельно самой себе, на 
расстояние 1 от нижайшей точки кривой, что приводит к тому, чтобы 


1 
заменить в уравнении кривой у чрез у—„. Что касается до выра- 


жения дуги цепной линии, дабы оное сделать простейшим, согласимся 
считать дуги от нижайшей точки кривой к оконечности В положи- 
тельными, к оконечности А — отрицательными; для сего в уравнении 


(18) нужно будет заменить $ чрез 5+ >. Ежели вспомним, что в одно 


ей в ее 
время 2 —= —5 ‚ =-——5 _, 1о найдем следующие два упро- 
щенные уравнения 
не 
=, 


(22) 


'Для выражения натянутости получим 
(23) А— ру. 


Натянутость в какой-либо точке дана посредством веса длины нити, 
равной расстоянию точки от горизонтальной оси х. (Некоторые авторы 


аи - 


сию ось называют направляющею цепной линии.) Натявутость в ни- 
жайшей точке будет 
(24) АР 
как мы уже видели. 

Соединение уравнений (18) и (22) доказывает еще, что 


. 4: 
© а 


т. е. „что тангенс наклонения цепной линии к горизонту, считая с са- 
мой нижней точки, возрастает пропорционально дуге“. 

Вычисление основного постоянного количества а приведено к при- 
ближенкому решению уравнения (19); еще лучше составить таблицы, 
которые бы показывали решения уравнения (19) при ряде достаточно 
близких между собою значениях величины 5; соответствующие ве- 
личивы = находим посредством уравнения 

#8 „8 $ 
[о =, 
вытекающего из (19) по предположению 4{=8. Когда такие таблицы, 
которые можно видеть в сочинениях снециальных, раз уже составлены, 
то стоит только отыскать в них величину для 8, соответствующую 
данному по вопросу отношению, как сейчас же найдем и величину 


9. Рассмотрим еще вкратце тот случай, когда вертикальная силе, 
действующая на каждый элемент нити, пропорциональна не длине 
оного 4$, но горизонтальной его проекции 4х, как обыкновенно пред- 
полагается в теорни висячих мостов. Возьмем за плоскость ху верти- 
кальную плоскость, в которой, очевидно, будет заключаться кривая, 
и за ось х— прямую (предполагаемую горизонтальною), соединяющую 
две точки привеса (расстояние их 2), будем иметь 

Х=0, 2=0, 2=0, Ч== 
и для движущей силы, параллельной оси у— выражение рах; р озна- 
чает постоянный известный вес. Уравнения равновесия (4) заменятся 
следующими 


ах 
р Е 
4 
4 
следовательно 


Избрав за начало координат нижайшую точку кривой, будем иметь 
для х=0 


следовательно с’ 
1” 
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Интегрируя имеем 


бу рас" 
и для х—0, у=0 
{28) м2 ту 
(елая —Е=а) — уравнение параболы, которой начало взято в вер- 
шине. Для определения а будем иметь 
%_х 
та 
и, следовательно, 
4х 
4==°,- 


„откуда данная длина цепи 
+ ° а 
1=# аху та РУ 1 ум, 
= 


или, полагая 


будем иметь 
{29) тетю и 5. 
Сие уравнение послужит для составления таблиц, заключающих 


величины для 8, вычисленные, посредством уравнения (29), по числен- 


ным заданиям для # столь приближенно, сколько угодно, так что, 
взглянув ва таблицу, сейчас можно найти величину #, соответствую- 


щую данному ло вопросу отношению 5, а следовательно, и а== р. 
Уравнения (27) дают 


(30) Хх 5“ Уяй+- ря-=руя-м 
5 


для выражения натянутости в какой-либо точке; в нижайшей точке 
<ия натянутость будет ра, в оконечностях она будет ру й. 


ЛЕКЦИЯ ХХ 
0 равновесии зжидкоетей неежимаемых или канельных 


1. Третьим приложением общих формул, которые мы дали, может 
служить равновесие жидкостей несжимаемых, как то воды, ртути и 
пр. Общность изложенной нами методы такова, что в настоящем слу- 
чае, равно как и во всяком другом, нам нечего присовокуплять к тому, 
что сказано было касательно равновесия системы вообще. Надобно 
взять, как было сказано, целый момент, присовокунить к нему усло- 
вия, характеризующие систему, помножив их сперва на соответствев- 
ных множителей и т, д. 

Мы сначала изъясним, в чем состоят условия, которые дают сред- 
ства отличать, в жидкостях несжимаемых, возможные перемещения 
от невозможных. Эта условия бывают или могут быть двух родов. 
Одни проистекают из свойства несжимаемых жидкостей и состоят 
в том, что капельная жидкость может принимать весьма удобно все 
перемещения, при которых объем ее увеличивается или остается 
неизменным, и что частицам ее несвойственны перемещения, при ко- 
торых объем ее или только часть оного может уменьшиться. Усло- 
вия второго рода зависят от препятствий внешних, которые твердые 
тела противопоставляют перемещению жидких частиц, смежных с нами. 

Хотя природа не представляет нам капельных тел вовсе несжи- 
маемых, но как сжимаемость их заметна только при весьма больших 
давлениях, то мы будем рассматризать их как тела, которые не могут 
уменьшиться в объеме, какие бы силы ва них ни действовали. Мы 
также не будем брать во внимание лилкости капельных тел, т. е. 
эзаимного сцепления частичек, которое противится их разделению; 
следовательно, капельная жидкость будет для вас не что другое, как 
куча материальных точек, образующих собою непрерывную массу н 
соединенных между собою тем только условием, что вн одна часть 
капельной массы, а следовательно, и целая масса ве уменьшается 
в объеме, Итак, частицы капельной жидкости могут принять только 
те перемещения, при которых каждая часть массы сохраняет свой 
объем или увеличивает оный; а все прочие перемещения, сопровож- 
даемые уненьшением объема или какой-нибудь части оного, будут 
невозможны. 


ом — 


2. Силы, действующие на жидкость, могут быть двоякого рода: одни 
могут действовать на все частицы вообще, другие — на одну внеш- 
вюю поверхность жидкости, и, следовательно, они не что другое, как 
силы давления. Чтобы проблему равновесвя несжимаемых жидкостей 
обнять во всей ее общности, мы вообразим себе капельное тело, кото- 
рого поверхность находится частью в соприкосновении с сосудом 
данной формы, частью под внешним давлением. 

Пусть будут Х, 7, 2 слагающие прямоугольные, параллельные 
координатам сил ускорительных, действующих на каждую точку жид- 
кости, р— ее плотность, Р, ©, Ю — слагающие прямоугольные, парал- 
лельные тем же координатам сил ускорительных, приложенных к 
внешней поверхности жидкости; Х, У, 2, р и В, 0, К, вообще, могут 
изменяться с координатами точки жидкости, к которой они относятся, 
так что Х, У, 2 и р будут, вообще, функции координат х, у, 2 жид- 
кости и Р, 9, К — функции координат внешней свободной поверхности 
жидкости, которые мы означим чрез х', у’, 2’. Сверх того, пусть 2 ==0, 
уравнение поверхности сосуда, которая яаходится в прикосновении 
< жидкостью и которой координаты означены чрез Хх”, у", &”, и пусть 
жидкость находятся сбоку этой поверхности, для которого 2 << 0, так 
что, назвав для краткости чрез у радикал (=) "+ (=) "+ = `.° 
взятый положительно, и чрез {', 1", п” — углы, составляемые перпен- 


дикуляром к поверхности 2', продолженной вне жидкости с полуосями 
положительных координат, имеем 


га _42. Е 
{Е с0з 9, с0$ я’ у, с08 п” 22 . 


Частацы жидкости, находящиеся на этой поверхности, будучи не в 
состоянии проникнуть в сосуд, но имея возможность переместиться 
внутри его каким угодно образом вследствие возможной скорости 
всех упомянутых частиц, будут соединены условиями следующего 
вида 


92 „ 92 5, 02 т 
{2) т 8х + дуг ЗУ = дет 82" 80, 
которые можно, разделив, если угодно, на положительное количество 
э, заменить следующими 


<3) со /'8х”-+ с05 т”Зу" + 608 #82" =80, 


3. Сверх сего условия, зависящего от прикосновения точек жид- 
коста с поверхностью сосуда, совершенная удободзвижимость всех 
точек жидкости ограничена одною только несжимаемостью оных. 
Последнее условие, как мы видели, приводится к тому, что никакая 
часть объема, занимаемого жидкостью, конечная или бесконечно малая, 
не может уменьшиться илн что тройной антеграл | 4х Чу 42, взятый 
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между какими угодно пределами, может только увеличиваться или 
оставаться тем же по изменении х вх -+ 8х, у ву-+8у,2в2-+82; 8х, 8у, 
82 означают проекции на оси возможной скорости точки (х, у, =) и суть 
бесконечно малые функции трех переменных х, у, 2. Чтоб озна- 
чить, что вариация объема }4худг, касательно возможных скоростей, 
может быть только положительная или нуль, назовем чрез 1%, 5 
координаты х-8х, ун8у, г--& какой-нибудь точки (х, у, 2) объема 
{4х 4у4г, переместившегося возможным образом; так как п всякая 
другая точка перемещается подобным образом, то целый объем займет 
новое положение в пространстве н примет форму, вообще отлячную 
от первоначальной, следовательно, в новом положении он выразится 
тройным интегралом | 414, взятым между пределами, отличными 


от пределов прежнего объема и функциями от 6, *, 5. Разность двух 
объемов 


{4) | в — [4 а, 


ограничивающеяся под знаком { бесконечно малыми третьего порядка, 
представит искомую вариацию, которая, по предположению, никогда не 
может сделаться отринательною. Чтобы произвести показанное вычи- 
тание (4), нужно только оба интеграла привести к одним и тем же 
переменным и пределам, напр, к переменным и пределам второго 
интеграла, что можно сделать по формулам, данным для преобразо- 
вания кратных интегралов. Итак, как &, т, $ суть функции от х, У, = 
и как, сверх того, мы дифференцировали Ё в 7.9 принимая Ч 
© за постоянные, т. е. полагая 41=0 и &==0, то для определения 
4; имеем три уравнения 


8: 4: %& 
@— „Ч Ч-, 


д 0 
(5) О 
: 9: д: 

| 0. ху, 


откуда 
4 040; _ #018: , Жб 0: 01, 50 жд 
9х ду: дк бе ду "буде 0х дудг дк" д 0х ду д ду вх 
6) & — х ы 4х. 
ы д 0= _ 910: 
9902 020 


Далее мы в нашем интеграле дифференцировали 1, приннмая х и $ 
за постоянные или полагая @х=0, &=0, что для определения 9 
в 4у дает нам дна уравневая 


(2) 
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откуда 
мм 
ду 9: 92 0: 
® 9 9, 
Ее 


Наконец, мы дифференцировали ©, принимая х и у за постоянные 
ван полагая 4х=—0, ду=0, что дает нам 


9) 


Перемножив выражения (6), (8), (9), получим 


Ех _ Иа, ит Их и 
00) и (нх 502 ду "дуба д будка: +02 9Е у 


д2 ду дк, 


Так как всякая точка перемещенного объема имеет соответствен- 
вую себе точку в прежнем объеме и все, что под интегральным зиа- 
ком будет находиться по подстановлении величины (10) в $ 4 ата, 
должно быть функциею от х, у, 2, то, очевидно, величина этого 
ивтеграла найдется, если мы возьмем сумму зыражения (10) для всех 
точек прежнего объема | ху 42; следовательно, разность (4) обоих 
интегралов, для одних и тех же пределов, выразится так 

дЕ 01 05 Е 01 0% 95 04 0: _ 01 8% 
(1) а И + 


91 5 дд 9 
пни му чеах, 


зсе, что находится под интегралом, должно ограничиться бесконечно 
малыми четвертого порадка, или, что одпо и то же, количество, за- 
хлючающееся между скобками, должно принадлежать к первому 
порядку; вспомнив, что {== -+-8х, ч==у--8у, (==2--в, найдем, что, 
за исключевнем первого в последнего членов сего количества, все 
прочие будут принадлежать по меньшей мере ко второму порядку и, 
следовательно, должны быть отброшевы; так, 2, 3 и 6-й члены вто- 
ого порядка, 3 и 5-й возвышаются даже до третьего. Следовательно, 
интеграл (11) обратится в 


9 
(12) (+5) (1%) (1-5) Цай 
н, отбрасывая еще раз бесконечно малые второго и третьего порядков, 
(3) Е и 


для выражения вариацан объема {ахдуае, которая должна быть 
положительная или нуль при каких угодно пределах суммы (13)- 
Если бы некоторые из элементов этой суммы или хотя один были 
отрицательные, то условия не были бы выполневы, потому что всю 
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сумму можно бы привести к одним отрицательным элементам, Итак, 
несжимаемость капельной жидкости необходимо требует, чтобы для 
каждой точки особенно существовало отношение 


{14) и ихдуйет0 
(где можно оставить, если угодно, положнтельный множитель 4х 4у 42). 

Увеличение объема капельной жидкости воспоследует тогда, когда 
она разделится или перестанет составлять непрерывную массу. 

4. Если массу дифференциальной частицы канельной жидкости` 
означим чрез рах@у4е, то силы, действующие на эту частицу, будут 
рХахауа2, врГахауа2, р7ах4у 42; равным образом, если означим чрез 
4: какой-нибудь элемент внешней поверхности жидкости, Раз’, 945’, 
Юаз' будут слатающие параллельные координатам внешнего давления’ 
на этот элемент, так что сумма возможных моментов всех сил про- 
блемы выразятся нитегралами 


(15) [овлнь уду-- 20) рта -- огни) а. 
$ 

Первый интеграл заключает тройную сумму относительно всех вообще 
точек жидкости, второй — двойную сумму, относящуюся только к той 
части жидкой поверхяости, которая подвержена силам давления. 

Сообразно с общею методою решения задач равновесия, надобно 
еще к сумме (15) придать сумму вариаций, которых постоянный знак 
выражает условия системы и из которых каждая помножена на мно- 
жителя с тем же знаком. Пусть ‚р означает сего множителя для усло- 
вия несжимаемости, и как это условие существует для всех точек 
жидкости, то надлежит, помножив выражение (14) на р, взять сумму 
таких произведений для всех частиц жидкости, т, е. взять интеграл 


9х |, 98; 952\ 
{16) Ро (+97 4хауаг, 


простирающийся на все точки жидкости без исключения, р. будет 
функпия от х, у, #, и величина ее должна быть постоянно положи- 
тельная. И так как всякая частица жидкости, касающаяся сосуда, опре- 
деляется отношением вида (3), которое можно еще умножить, без 
всякой перемены, на положительное количество 45”, т. е. на элемент 
поверхности, находящейся в прикосновении с сосудом, то сумма выра- 
жений (3), помноженных на известных множителей А, относительно 
всех точек этой поверхности, очевидно, дана будет интегралом 


(17) Т Х (с03 "8х" + с05 "у" + 608 па") 45", 


простирающимся на всю помянутую поверхность, ^ есть известная 
функция ее координат. 
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Следовательно, общее уравнение равновесвя выразится чрез 
фехы- Узу-+- 782) ахауа2-н 


-- { (Рзх'-+ Оёу' +- Юг) 48" 
(8) 


| р (+ + а | хай: — 
| 2. (с0$ ах совти ву" +9 п’) 4" 


все интегралы взяты здесь между означенными пределами, и все 
вариации координат не означают уже возможных скоростей, но колн- 
чества совершенно произвольные; сверх того, функция р должна иметь 
только величины постоянно положительные, а Х — величины постоянно 
отрицательные. 

Чтобы судить о том, как далее простирается уравнение (18), вужно 
преобразовать интеграл (16), который входит в него. Формула ивте- 
грирования по частям дает 


оу пе [9 ебу 
19 8, 
(9) — [0 ЭРах-- # пу 2) дхуае. 


Последний интеграл 2-го члена имеет такую же форму, как и преды- 
дущий; приведем первый интеграл к выражению, совершенно сходному 
© выражениями второго и четвертого интегралов (18). 


5. Станем рассматривать его 1-й член | 2х) ах4уаг. Интегриро- 


вание по х совершится непосредственно: означив чрез жи х, пределы 
интегрирования и чрез рьёх» р,8х, —то, чем сделается функция рёх, 
по их подстановлении, будем иметь 


(20) 1 В хуи рыбы ау — { рибх, уд. 


Пределы х; и х, не суть количества постоянные, но две функции от 
Ун 2, одна наибольшая, другая нанменьшая, получаемые от разреше- 
ния уравнения поверхности Х(х, у, 2)==0 относительно х. Для всех 
точек, общих обеим системам абсцисс, или для кривой, разделяющей 
их на поверхности, корни х; и х, будут равны между собою и кривая 
определится из двух уравнений: /(х, у, 2)=0, х,=х,, которые выра- 
жают кривую, касательную к поверхности цилиндра, параллельного 
оси х, что видно из самых простых геометрических рассуждений. 
Таким образом в первый из двух интегралов (20) войдут последо- 
вательно все координаты той части поверхности, которая будет нахо- 
диться на стороне абсцисс положительных, считая от разделяющей 
кривой, во второй — войдут все координаты той части поверхности, 
которая будет находиться на стороне абсцисс отрицательных, считая 
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от той же кривой. Означим чрез 1, т, я углы, составляемые нормаль- 
ною к поверхности {(х, у, 2)=0, продолженной вне жидкости с полу- 
осями координат положительных, чрез 45, — элемент той части поверх- 
ности, которая относится к первому из интегралов (20), чрез 45, — 
элемент части, которая относится ко второму из сих интегралов. 
В таком случае внешняя часть нормальной к элементу`- 45, составит 
острый угод с положительною полуосью х, а внешияя часть нормаль- 
ной к элементу 42, составит с тою же полуосью угол тупой, так что, 
по известной формуле, для первого двойного интеграла имеем у 42 == 
— $: с03/, и для второго имеем 4уй2==— 4, с0зй; итак, получим 


(21) |7 ахауата [ рАх, 08445, + [ра 20$ Ё 451. 


2-й член этого уравнения представляет сумму двух интегралов, совер- 
шенно между собою сходных, из которых один относится к первой, 
а другой — ко второй части поверхности; итак, можно соединить их 
и написать 


{22) | Я хара = [рый 603145. 


Чрез р, мы означили то, чем сделается функция относительно не 
всех точек жидкости вообще, но только тех, которые находятся на ее 
поверхности, а чрез 45 — какой-нибудь элемент этой поверхностя. 
Такими же точно рассуждениями в отношении к осямуи2 дойдем 
до равенств 
{ [2 ахауаг = | русов 4 
{23) 


{2 дхауае == | родль сов 145, 


где равным образом означаем чрез ву, 82, то, чем сделаются беско- 
вечно малые функцив 85, 82 относительно одних только точек поверх- 
ности. Сложив три интеграла (22) и (23), получям 


ЕТ Е 


дх 
{29 = { Ро (с05 ли с0$ тдув + с0$ 182,) 45, 


двойной интеграл 2-го члена относится ко всей поверхности жидко- 
сти, Вго можно еще разделить на два интеграла, один, взятый между 
пределами поверхности свободной и подверженной внешним давлениям 
{Р, 9, В), другой, взятый между пределами поверхности, находящейся 
з прикосновении с сосудом; таким образом, означая чрез р’и р” вели- 
чины фуикции р для всех точек поверхности и чрез р, пу’, п’ — углы, 
составляемые нормальною к свободной поверхности с полуосями коор- 
динат внешней части, получим 
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10х08, 0 — 
[р (ах + +) 4хдуаг = 
= {ро [ах с0$ т’ву' - с0$п’82') 45" 
— Т р’(созЁ' 8х" + соз т" ву" созп" в”) 45" — 


(5) — { (ах туны) дхауме 


6. Подставив это выражение в уравнение равновесия (18), тотчас 
увидим, что наш тройной отрицательный интеграл можно соединить, 
с 1-м ее членом, а два двойные интеграла, соответственно, —со 2-м 
и 4-м членами уравнения (18). После такого преобразования общее 
уравнение равновесия системы обратится в 


9р` бр | [2 
Иы быки _Зуны-веиици- 
+ Т КР--р' соз Ру&х' + (Он р' со т) ву’ (Ю-+ р’ с0$ п’) 82] @5'-- 
(26) + { [(А-= р”) (соз #'8х"- соз тб" с051"' 82") 48"] =0. 


1-й член этого уравнения представляет сумму членов, из которых 
каждый помножен на вариацию совершенно произвольную, так что 
сумма эта для всех возможных величин вариации не может быть равна: 
нулю, как это требуется для равновесия, если все коэффициенты ва- 
риаций не будут, каждый отдельно, равны нулю. Таким образом усло- 
вия равновесия выразятся уравнениями 


(27) ЗЕЕЕРХ, ЕВ, ФЕ 

(28) РЕ-—Р’соз/, О=—р’созт, Ю=—р'сози’ 
и, наконец, 

(29) = — р”. 


Сверх сего, так как соз{Ё", созш”, созл” ве могут быть все равны 
нулю в одно в то же время, — имеем неравенства 

{30) р>90, х<0. 

Уравнения (27) показывают, что частные дифференциалы относительно 
хун2г функции р, соответственно, равны количествам рХ, рУ и 27, 
так что полный дифференциал функции р булет дан уравнением 
(81) ар=р(Хах-+- Уду-- 2аг), 

и как р остается при том неопределенным, то эти три условия приво- 
дят к заключению, что количество р (Хх + Уду+ 242) есть полный 
дифференциал, которого ивтеграл, вследствие первого из неравенств. 
(30), должен быть для всех точек жидкости количеством положитель- 
ным. Положим, что ивтегрирование дает 


(32) р==Е(х, у, С. 
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Сумма квадратов уравнений (28) нам доставляет 
{33) р'=- УР +0 ®= 1. 


1 означает равнодействующую сил Р, ©, Ю, или внешнее давление 
ва точку (х', у’, 2). Радикал взят со знаком (-+), потому что р' должно 
быть при равновесии положительным, Следовательно, имеем 


{34} я созй, 3 — сот’, С — с0з м. 


Эти уравнения показывают, что равновесие капельной жидкости тре- 
бует, чтобы внешнее давление на каждую точку ее свободной поверх- 
ности должно проясходить по нормальной к сей поверхности и быть 
заправлено внутрь жидкости; сверх того, сила сего давления должна 
быть равна фуякции р для точки, на которую оно действует. 

7. Постоянная, входящая в выражение (32), без труда найдется, 
если будет известно количество р для одной какой-нибудь точки 
жидкости, напр. для точки (хь, У, 20). Пусть будет рь соответствую- 
щая величина функция р, будем иметь 


(85) Р=Р(Жь Ук д) + С, 
следовательно, 

(35) СЕ рь-— Ёь(хь и, 26) 

и 

(37) р==Е(х, у, 2) + —Р(ь, У 24). 


Есзи бы точка (х, У», 2.) была одною из точек свободной поверхности 
жидкости, то р, определялось бы непосредственно, ибо оно равня- 
лось бы тогда соответствующей величине внешнего давления Ц, кото- 
рую мы назовем чрез П,, и мы бы имели 
38) р=Е(ь, у, 2) ПР» ук 2). 
Когда р будет вычислено, то, зная функцию П или общее выражение 
внешнего давления на каждую точку свободной поверхности, можно 
найти уравнение этой поверхности или форму, которую она прчмет 
в состоянии равновесия вследствие сего давления. Для сего в выра- 
жение (38), вместо координат любой точки жидкости, подставны коор- 
динаты х’, у’, =’ ее свободной поверхности, получим 
{39) р'=Е(х, у, 2) + Ш — Е(жь ь 29) 
— общее выражение функции р для всех точек свободной поверхно- 
сти. Но, по условию равновесия (33), найдем 

ПЕ, у, + — Ро У» 2) 
(40) или 
Ех’, у, 2) — Ру» Уь 2)==И—Ны 
Это уравнение, которое выражает известное отношезие между коор- 
динатами х’, у’, 2’ свободной поверхности и которое притом пред- 
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ставляет, как мы видели, единственное условие, которому они должны 
удовлетворять, должно быть, очевидно, уравнением помянутой поверх- 
ности; его можно выразить проще таким образом 


{41) р'=и, 


разумея под р’ его вычисленную величину (39). Это уравнение дает 
также общее выражение внешиего давления И, если оно неизвестно. 

Заметим еще относительно условий равновесия (29} и второго 
из неравенств (30), что они ничего не прибавляют к предыдущим и 
что они всегда будут удовлетворены, если удовлетворяются последние. 
В самом деле, условие (27} приволнтся к определению множителя ^, 
что всегда возможно, если возможно р, т. е. есди условия (27) и (33) 
удовлетворяются, и А будет всегда величина отрипательная, если р 
и, следственно, р”=— А будут величины положительные, как мы 
предполагали это. Итак, форма внутренней поверхности сосуда, нахо- 
дящейся в прикосновении с жидкостью, не будет иметь никакого 
влияния на равновесие, нак это и должно быть вследствие совершен- 
ной удободвижимости частиц жидкости. 

8, Итак, для равновесия капельной жидкости требуются следующие 
условия. 


®) Чтобы выражение р(Хах-- Уду-+ 242) было полным дифферек- 
циалом. 

2) Чтобы интеграл сего выражения, количество р, для каждой 
точки свободной поверхности жидкости всегла равнялся внешнему 
давлению на эту точку, 

3) Чтобы функция р оставалась количеством положительным для 
всех точек жидкости, без чего жидкость разделилась бы от действия 
сил, 

4) Чтобы внешнее давление действовало перпендикулярно в каждой 
точке свободной поверхности и чтобы оно направлено было ввутрь 
жидкости. 


9, Если это давление постоянно в каждой точке поверхности, то 
ве уравнение изобразится чрез 
о: 


{42) р’— созё ; 


если оно будет нуль или, лучше, если ве будет внешнего давления, 
то уравнение поверхности обратится в 


(43) р'==0 
и дифференциальное уравнение будет 
{44) р(хах-+- Уду-+- 24) =0; 


коорданаты х, у, 2 и функции р, Х, У, 2 относятся только к поверх- 
ности; или так как плотвость р не может быть нулем, то 


(45) Хах-- Уду + 24-0, 
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Функция р есть то, что называется гпдростатическим давлением 
иди просто давлением. 

Посмотрим, справедливо ли такое наименование; для сего разделим 
всю жидкость на дифференциальные параллелопипеды, которых бес- 
конечно малые стороны, соответственно, параллельны плоскостям ху, 
х= в у2; уравнения (27), представленные в виде 

р Хахдуа = Р(х-н ах, у, )—Е(х, у, ] ауа2 
(46) р Удхауй===[Е(х, у-- ду, )— Е(х, у, Эха 

р бахдуае ЧР (х, у, +) —Р(, у, Л ахду, 
означат равновесие кажлого дифференциального парвллелопипеда. 
вследствие сил приложенных и свл Р(х-+ 4х, у, г) ау», Р(х, у, 2) 4уаг, 
Е(х, уч ау, 2) @хае. .. Последние действуют, очевидно, на бока ду, 
424х, ах4у параллелопипеда ах 4у4г. Таким образом бока первых 
членов уравнений (46) будут уравновешены каждый разностью двух 
сил: одной рёуае, рах42, рахйу, действующей на бока уд. аха2, 


4хЧу, ближайшие к началу координат; другой риа) 4уа2, 
Гр й ахаг, р-е ах@у, действующей на противоположные бока 


в противном направлении, Итак, количество р изобразят давление на 
единицу поверхности, действующее всегда к ней перпендикулярно. 
10. Так как р означает известную функцию от х, у, 2, то уравнение 


(47) Ех, у, ®==С, 


где С означает произвольную постоянную, могушую иметь бесконеч- 
ное множество величин, будет принадлежать к бесконечному мно- 
жеству поверхностей, которых общее дифференциальное уравнение 
будет 


(48) Хах-+ Гау+ 24:0, 


‹окращенное на множителя р. 

Те из сих поверхностей, которые, вследствие соответственной вели- 
чины произвольной постоянной С, пройдут во внутренности жидкости, 
называются поверхностями уровня, и отношение (47) доказывает, что 
отличительное свойство их состоит в одинаковом давлении во всех их 
точках. Второе отличие их состоит в том, что равнодействующая Р 
сил Л, У, 2 перпевдикулярна к ним во всех точках. В самом деле, 
если их дифференциальное уравнение представить в виде 


(49) ах аук Еае-0, 


то 1-й член оного изобразит проекцию равнодействующей Р на поверх- 
ность, которая, очевидно, равна нулю. В отношении (47), изменяя 
постепенно постоянную С на количества бесконечно малые, раздели»: 
всю жидкую массу на бесконечно тонкие слой, заключающиеся межд} 
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двумя последовательными поверхностями уровня. Эти слои называются 
«лоями уровня, 

В природе силы Х, У, 2 могут быть только или притягательные, 
или отталкивательные, которые изменяются как функцин расстояний 
‚от центров, откуда они истекают, что всегда делает количество Хх + 
-+ Уду-+ 24 полкым дафференциалом. Назвав для краткости + этот 
дифференциал, уравнение {31) обратим в 


{50) ар, 
откуда 
50 4—4 


и, следовательно, р будет просто функция от р. Если р постоянно, то 
и р постоянно, следователько для равновесия нужно, чтоб в каждом 
слое уровня было постоянно не только гидростатическое давление, но 
в плотность. 

Сравнивая уравнения (40) и (47), находим, что свободная поверх- 
ность будет поверхностью уровня только в том случае, когда внешнее 
„давление будет постоянно или нуль. 


ЛЕКЦИЯ ХЖ 
0 равновесии упругих жидкостей 


1, В этой лекции мы постараемся изложить условия равновесия 
жидкостей упругих. Для этого можно бы прибегнуть к главным нача- 
лам равновесия и рассматривать настоящий вопрос как четвертое при- 
ложение сил начал; но, для разнообразия, в основание теории равно- 
весня упругих жидкостей мы возьмем лучше теорию жидкостей ка- 
пельных. 

Для частиц упругих жидкостей возможны все перемещения. 

Частицы упругих жидкостей одарены отталкивающею силою, по 
хоторой они стараются одна от другой удалиться. 

Стонт только соединить сии свойства упругих жидкостей с нача- 
лами предыдущей лекции, чтобы найти условия равновесия сих жид- 
костей, Покажем это. 

Очевидно, что упругая жидкость, свободная от всякого внешнего 
действия, тогда только может находиться в равновесик, когда будет 
заключена в замкнутом сосуде; в противном случае, перемещения, 
производимые частичными силами, не встретят никакого препятствия, 
и жидкая масса, оставленная самой себе, вся рассеется в пространстве. 

Если к частицам упругой жидкости пряложены внешние силы, то 
для равновесия необходимо, чтобы сии силы удерживали жидкую 
массу, ибо в противном случае действие внешних сил уступило бы 
действию сил частичных и жидкость рассеялась бы в пространстве. 
Итак, внешние силы должны удерживать жидкую массу, но чтобы 
она ими не сжималась, внешнее действие должно быть уничтожено 
отталкивающею силою частиц, и чтобы она не расширялась, нужно, 
чтобы взанмное отталкивание частиц уничтожалось внешними силами. 
Чтобы эти условия выразить в формулах, возьмем противное; вместо 
того чтобы прапятствия, не позволяющие произойти известному пере- 
мещению системы, заменять силами, заменим отталкивающие силы 
частиц препятствяями, не позволяющими сжать жидкостя; другими 
словами, представим жидкость несжимаемою; по правилам предыду- 
щего урока имеем 

ар-ер(Хахч- Рау +249), 2—8 


15 Собр. соч. М. В. Остроградского, 1. 1, ч. # 
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для всех частиц жидкости и 
Р=— р’соз! 


для свободной поверхности; все написанные здесь буквы имеют то же 
значение, как и в предыдущей лекции. 
Из предыдущих уравнений видно, что несжимаемость жидкости 


доставляет для каждой ее частицы силы — ах ауаг, — ака, 
— ах фа, параллельные осям координат; те же самые выражения 


представляют силы, происходящие от упругости жидкости, потому 
что сии последние были замещены препятствиями, а препятствия, 
в свою очередь, равны силам 


92 хдд, р ахауае, — 2 ахцуде. 


Упругость доставляет также для каждого элемента 45 свободной 
поверхности силу р’, которая должна быть равна и прямо противо 
положна внешнему давлению П; силы р’и П перпендикулярны к 45. 
Что же касается до той части поверхности, которая находится в со- 
прикосновении со стенкою сосула, то здесь нет никакого ‘условия. 

Таким образом уравнения равновесия жидкостей упругих и капель- 
ных одни и те же, с тем только различием, что в первых количество р 
представляет одновременно и давление и силу упругости в каждой точке, 
а последние, т. е. капельные жидкости, лишены упругости, а посему 
холичество р в условиях их равновесия представляет одно давление 
(см. $ 9 предыдущей лекции), 

2. Формулы 


ар (Хах + Уд -+- 242), р>0 
имеющие место для всех элементов жидкости, и уравнения 
Р=—р'с03, 9=—р’совт, Ю=—р'созл, 


относящиеся к свободной поверхности, еще недостаточны для совер- 
шенного определения всего того, что касается до состояния равнове- 
сия какой-нибудь упругой жидкости. Но свойство жидкости достав- 
ляет отношение между давлением ‚ри плотностью р— отношение, кото- 
рое в самом общем случае может в себе заключать координаты х, 
У, 2; впрочем, это отношение большею частью заключает только р, р 
и функцию 8 от х, у, 2, которая показывает температуру в различных 
точках жидкости. Теперь постараемся найти уравнение, которое бы 
‹оединяло количества р, ри @ и которое в физике выводится из 
опыта, 

Если температура @ остается постоянно одна и та же, то давление 
пропорционально плотности. Пусть р», будет давление и р, — плотность. 


— и — 


при температуре нуля, получим 7. =Арь; й есть численный коэффя- 
циент. Если же температура увелачивается, то при одном и том же 
давленни плотность будет уменьшаться, ибо замечено, что упругие 
жидкости, как-то: газы, пары и их смеси, от теплоты расширяются 
и также известно из опыта, что, если объем жидкости при нуле тем- 
пературы есть У, то тот же самый объем при температуре @® сделается 
У(1-= 88), в есть число градусов стостепенного термометра, а а — числен- 
вый коэффициент —= 0.00375. Итак, означив чрез р' плотность при темие- 
ратуре 8 и при том же давлении р, будем иметь 
Ур == Ур’ (1-8) 
и, следовательно, 


о. 
РГ, 


Означим чрез р н р давление и плотность для температуры 6; так 
как ро и р’ относятся к той же температуре, то получим 


откуда 


Е 


вли, вставляя вместо 


число #, получим 


р==# (1-98). 

Эту формулу нужно соединить с уравнением равновесия упругих 
жидкостей: сама по себе она не может ничего дать нам, если неиз- 
вестно 8, но по причнне малой величины я можно брать для 68 число 
приблизительное и делать выводы довольно точные. 

3. Возьмем опять уравнение 

ар==ь(Хах-н Уду+ 242), 
равно относящееся и к упругим и к капельным жидкостям, и пред- 
ставим, что во внутренности рассматриваемой массы находится беско- 
нечно узкий, какой ни есть формы, канал. Канал сей может, впрочем, 
концом своим выходить на поверхность жидкости. Интегрируя преды- 
лущее уравнение от начала канала до конца, получаем 


р-р = | 2(хах-+- уду-+ 242), 


[1 и р, означают давления при конце и при начале канала, а интеграл 
второго члена взят на всем пространстве того же канала, 

Если канал смыкается, т. е. если конец его сходится © началом, 
10 будем иметь р. ==рь, и посему 


0= [ео (хах-- уду-- 242); 


то же уравнение имеет место и в таком случае, когда оконечности 
канала находятся на одном и том же горизонтальном слое, 
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Если концы канала находятся на свободной поверкности жид- 
коста, то 
п.—п, =Й в (Хах-- Иду 24%). 


В частном случае, когда все точки свободной поверхности нахо- 
дятся под одинаковым давлением, имеем э>1: и, следовательно, 


о= Го(хая-- Уду-+ 242). 


Сия различные уравнения особенно полезны ари определении усло- 
вий равновесия тех жидкостей, которые заключены в сосудах, имею- 
щих между собою сообщение. 


ЛЕКЦИЯ ХХИ 
0 равновесии жидкостей весомых 


1. Рассмотрим еще равновесие жидкостей, заключенных в сосудах 
для того частного случая, когда силы, действующие на каждую частицу 
жидкости, приводятся к одной тяжести, а внешние давления к силе П 
постоянной для всех точек свободной поверхности. Предположав 
полуось положительных 7 вертякальною в направлении силы тяжести 
и назвав сию тяжесть чрез &, найдем 
(1) Х=0, 7—0, 2=8 
Следовательно, дифференциальное уравнение поверхностей уровня 
сделается 
(2) ‚Хах-+ Уцу-+ 2 аг= 2аг=0, 
откуда 2==<075 

Итак, эти поверхности представляют плоскости, параллельные пло- 
скости ху, что можно было видеть уже из того, что тижесть должна 
быть к ним перпендикулярна во всех их точках. Когда внешнее дав- 
ление П постоянно, то свободная поверхность жидкости будет также 
одною из сих плоскостей; возьмем для большей простоты плоскость 
координат ху, так чтобы она совпала с свободною поверхностью. 
Положив это, имеем по началам равновесия жидкостей 


3) ар==овах. 
Это уравнение показывает, что плотность р зависит только от 2; инте- 
трирование доставит 


4) р [р42--С. 


Чтобы определить постоянную С, заметим, что при 2==0 должно 
быть р== П; следовательно, взяв интеграл от 2=0, будем иметь С=П, 
носему 


6) ре: 


2. Пусть основание сосуда, заключающего в себе жидкость, будет 
торизонтально, и пусть поверхность его будет а. Так как каждая еди- 
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. 
ница позерхности а будет претерпевать давление П-+ & | р42, то целая 
$ 


поверхность а будет находиться под давлением 


2 


(6) ра—=Па-= в в42, 


отсюда следует, что „полное давление, претерпеваемое горизонтальным 
дном сосуда [какая бы ни была форма его боковых стенок, потому 
что она не входит в уравнение (6}], равняется внешнему давлению, 
сообщенному одинаково каждой точке дна, сдоженному с весом такого 
` столба жидкости, который основанием своим имеет площадь лна, 
а высотою — возвышение верхнего горизонтального слоя жидкости над 
дном сосуда“. Этот вывод, подтверждаемый опытом для всех случаев, 
будет ли взят сосуд, от основания кверху расширяющийся или сужн- 
зающийся, с первого взгляда представляется несколько странным, 
а в последнем случае даже кажется парадоксом. 

3. Доселе мы предполагали плотность р изменяющейся при пере- 
ходе из одного слоя в другой непрерывно или совершенно постоян- 
ною; рассмотрим теперь постоянные изменения плотности, что можно 
привести к тому случаю, когда в одном и том же сосуде заключаются 
многие жидкости различных плотностей р, р’, р”,..: Так как мы видели, 
что для равновесия весомых жидкостей требуется плотность постоян- 
ная в каждом слое уровня, который необходимо должен быть гори- 
зонтален, то равновесие в настоящем случае, очевидно, может суще- 
ствовать тогда только, когда жидкости будут находиться одна на 
другой, так чтобы слой раздела двух смежных жидкостей был гори- 
зоитальный. Пусть 2, #', &",... будут толщины слоев, соответствующих 
жидкостям различных плотностей р, р’, р”,... Нужно найти целое дав- 
ление, производимое на дно сосуда а. 

Возьмем сначала самую нижнюю жидкость, которая непосредственно 
давит на дно сосуда; по предыдущему имеем 


{7) р=П-+ 8, 


< означает внешнее постоянное давление {потому что берется поверх- 
ность уровня), производимое непосредственно второю жидкостью на 
первую. Это давление, по той же самой формуле, выразится чрез 


(8) ПИ ар’, 

п означает постоянное давление третьей Жидкости На вторую. Потом 
©) Ре" -На"й" 

ит. д. откуда, наконец, 

(10) Хрен... НИ), 
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1") означает постоянное давление на свободную поверхность верхней 
жидкости, ий давление ра на дно сосуда будет 
(11) ра== ва (вр р”в"--... рей") + Па. 

Итак „все давление, производимое на дно сосуда, равняется давле- 
нию на верхнюю свободную поверхность, перенесенному на все точки 
площади дна, сложенному с весом всех столбов жидкостей, общим 
основанием своим имеющих дно сосуда, а высотою — относительные 
толщины слоев различных жидкостей“. 

4. Перейдем к рассуждению о равновесии жидкостей, заключаю- 
щихся во многих сосудах, которые имеют между собою сообщение 
посредством боковых отверстий, н положим, что жидкость в каждом 
из этих сосудов представляет свободную поверхность, подверженную 
одному и тому же внешнему постоянному давлению, т. е. атмосфер- 
‘чому давлению П. Уровень жидкости для равновесия должен быть 
один и тот же во всех сосудах. Будем рассматривать эти сосуды соеди- 
ненными по два и представим себе уровень (плоскость уровня) жид- 
хости, который бы проходил чрез одно из боковых отверстий, соеди- 
няющих сосуды, и который, следовательно, будет находиться ниже 
двух свободных поверхностей. Поелику эта плоскость уровня должна 
претерпевать одинаковое давление во всех свонх точках, давления 
сии будут &рй для первого сосуда, а 2рй’ для второго (й и #' озна- 
чают возвышения верхних уровней жидкости над уровнем, проходя- 
щим чрез отверстие); посему для равенства должно быть #=й', что 
я нужно было доказать. То же можно сказать и о других соединяю- 
щихся сосудах, взятых по два. 

Если, по восстановлении равновесия, на каждую из свободвых 
поверхностей налить новую жидкость неравной плотности, напр. р" 
для первой и р” для второй, то пусть й’и й" будут высоты, которые 
займут сии две жидкости в состоянии равновесня над прежним верх- 
ним уровнем. Давление на вышеупомянутый нижний уровень, общий 
двум сосудам, увеличится количеством р’й’ для первого и количеством 
р"В” для второго сосуда. Следовательно, для равновесия нужно, 
чтобы 
(12) ри" 
или чтобы высоты были обратно пропорциональны плотностям. 

На этом-то начале основывается теория сифонов, рассматриваемая 
в физике, и теория гидравлического пресса, так важного в приклад- 
ной механике. Неизлишне заметать, что законы равновесия в сифонах 
можно бы найти гораздо легче, вачиная с тех рассуждений, которыми 
оканчивается урок о равновесии упругих жидкостей. 

5. Самое важное приложение этой теории есть барометр. Баро- 
метр состоит в нскривленной трубке, два рукава которой неравны, 
но вертякальны; длинный рукав запаян, & короткий — открыт, Произ- 
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зедя в этой трубке пустоту, наливают туда ртути, которая в закрытом 
рукаве будет подниматься на высоту большую, нежели в открытом, 
пока, наконец, придет в равновесие. Возьмем ее в этом состоянии и 
представим, как и прежде, какой-нибудь нижняй уровень, общий обоим 
рукавам барометра. Если чрез А означить плотвость ртути и чрез й 
разность высот в двух рукавах, то Азй будет выражать излишек дав- 
ления на уровень в длинном рукаве перед давлением в рукане корот- 
ком. Впрочем, равновесие барометра не нарушилось бы и тогда, когда 
бы мы представили, что короткий рукав продолжен до пределов атмо- 
сферы и что в закрытом рукаве над ртутью находится совершенная 
пустота; посему для равновесия нужно, чтобы 


(13) ПАЙ, 
П означает давление или упругую силу атмосферы. 


Барометр употребляется в весьма различных формах, описание и 
объяснение которых относится к физике. 


ЛЕКЦИЯ ХХШ 
Вычиеленне давленнй. Центр давления 


1. Возьмем опять общее выражение гидростатического давления 
в жидкостях весомых и однородных, отбросив, для большей простоты, 
вкешнее давление, которое постоянно и известно, 


(1) ==. 

Это уравнение показывает, что давление, оставаясь постоянным на 
одном н том же расстоянии от верхнего уровня жидкости, увеличь- 
вается при увеличении сего расстояния, так что, при вычислении всего. 
давления или сумм давленвй, производимых жидкостью перпендику- 
лярно на какую-нибудь ровную, находящуюся в ней поверхность или 
на наклонную стеяку сосуда, нельзя принять, что давления сии равны 
для всех точек равной поверхности, как мы это вывели для плоскости 
горизонтальной. Но для днфференциального элемента 4 поверхности 
или стенки можно считать давление (1) еще не изменившимся, так что 
перпендикулярное давление жидкости на этот элемент выразится чрез 


р 8245 

и, следовательно, сумма давлений на все элементы будет дана инте- 
гралом, распространенным на всю поверхность 5, 

ре= в | 245; 
2 привимает последовательно величины всех вертикальных ординат 
давимой площади, Но, означив чрез @ эту площадь и чрез 2, верти- 
кальную ордвнату ее цевтра тяжести, имеем 

{24 


° а’ 


относя сумму числителя к пределам площали; следственно искомое 
целое давление будет 
7 р =052. 


Итак, „давление на вышеупомянутую площадь равняется давлению, 
производимому на равную ей горизонтальную площадь, проведенную 
чрез центр тяжести данной площади“, 
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2. Поелику в давлениях, производимых жидкостью на различные 
элементы какой ни есть ровной поверхности, горизонтальной, наклон- 
ной или вертикальной, все силы параллельны между собою, то цент- 
ром давлений будет точка пересечения этой поверхности с их равно- 
действующею, которая равняется всему, выше найденному, давлению. 
Координаты этого центра очень легко можно найти из общих формул 
для центра системы параллельных сил. Пусть &, 1, © будут сви коор- 
динаты; р, р’, Р”,... — помянутые силы; (х, у, 2), (5’, У, г’),... —их 
точки приложения; находам 

РР Ри"... 
ре р "+ 
Ру + Ру + Ру" 
рр +... 
ра ра р"" + 
ы Р+-Р+Р" +... 
для центра давления; общее выражение сил Р, Р’, Р",... есть ра 45; 
здесь 1, так же как х и у, представляет последовательно все коорди- 
наты наклонной поверхности, соответствующие всем элементам оной; 
посему будем иметь (сократив на р8) 


{газ 28 В фев 
ра у я фев › аа” 


‘числители, равно как и знаменатели суть двойные интегралы, взятые 
между пределами давимой площади. Можно заметить, что один из 
этих интегралов ненужен, потому что центр давления находится в пло- 
<кости, претерпевающей давление. 

3. При определении сих координат, разумеется, нужно будзт поста- 
аться, если это возможно, двойные иитегралы привести к простым 
точно так же как в теории центра тяжести. Поясним это примером, 

Предложение. Найти центр давления трапецан, у которой парал- 
мельные стороны горизонтальвы. 

Очевидно, что, если трапецию разделить параллельно основаниям 
на четыреугольники, имеющие чрезвычайно малую высоту, гидроста- 
тическое давление будет постоянно на пространстве каждого четыре- 
угольника, в котором, следственно, центр давления будет совпадать 
< его центром тяжести; а так как центры тяжести всех четыреуголь- 
ников находятся на линни, соединяющей средины дзух оснований, то 
нахождение центра давления в трапеции приводится к нахождению 
центра всех сил, приложенных к этой прямой, и, следовательно, тре- 
бует только простого интегрирования. Назовем чрез и переменную 
длину какого-нибудь четыреугольника, чрез х —его изменяемое рас- 
стояние до верхнего основания трапеции, которое мы предполагаем, 
напр. ббльшим; площадь четыреугольника можно будет представить 
чрез и4х н все давление, проязводимое на него жидкостью, чрез 


В 
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282 и@х; расстояние х. от центра давления трапеции, взятое на 
линии х, начиная от верхнего основания, будет тогда выражено чрез 
Гахнах 


{шах 


(2) Ж 


{по сокращении на ра) по теории параллельных сил; интегралы как 
в числителе, так и в знаменателе должны быть взяты от нуля до # 
{й означает расстояние двух оснований, взятое на линия Хх). Остается 
только выразить 2 и # в функции от х, чтобы можно было присту- 
пить к интегрированию. Пусть с будет вертикальное расстояние от 
верхнего основания тралеции или уровня жидкости, в —— угол, соста- 
вляемый ею с горизонтом; очевидно, будет 


Е=С. па, 


Назовем чрез а верхнее, чрез 6 нижнее основание трапеции, и 
пусть # будет расстояние нижнего основания до пересечения двух 
‘непараллельных сторон, взятое на оси Хх; получим 


а вьй 


откуда 


что, по подстановлении найденной величины &, даст 
а —(@—бх 
и Е 
Величины 2 и и, будучи подставлены в уравнение (2), доставят, после 
интегрирования, для искомой абскиссы центра давления 
1 ге 25 Ета + За 
2 “Зее каше › 
и этого достаточно для совершенного ее ойределевия. 

Если а-=0, следственно и $та==0, то трапеция будет горизои- 
тальна, и центр давления должен совпадать с центром тяжести самой 
трапеции. В самом деле, ках известио, 

—_ ве +20) 
= зв+й 
выражает абсциссу сего последнего центра. 

Если же а==9, то трапеция сделается вертикальною, н в сем 
случае 


—_ Е 2ей (а + 26) 4 {а + 35} 


ей +1@+ 8 - 
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Когда верхнее основание совпадает © верхним уровнем жидкости, 
т0 с=0, и 
1 йа + 35) 


о а › 
следовательно центр давления не будет уже зависеть от наклонения. 
поверхности, претерпевающей давление. 
При а==2 трапеция изменится в параллелограм; тогда 


Ж= 2. 
Для треугольника будет 8 ==0, а следственно, 
и=тА, 
когда основание находится в уровне жидкости, и а==0, а следственио 
ж= Зы 


когда вершина находится иа уровне жидкости. 


ЛЕКЦИЯ ХУ 


О равновесни тел, плавающих или иогруженных 
в жидкости 


1. Если, вместо ровных поверхностей, упомянутых в предыдущей 
лекции, рассматривать известную часть кривой поверхности, находя- 
щейся под давлением жидкости, то, поелику каждый элемент этой 
поверхности претерпевает со стороны жидкости давление перпендику- 
лярное, сии силы давления не будут уже параллельны и могут быть. 
приведены к одной равнодействующей или к одной равнодействующей 
паре только чрез перенесение всех сих сил в какую-нибудь точку твер- 
дого тела, к которому, положим, относится давимая площадь. Пусть 
а, 6, с будут координаты этой точки, ®, в, э— углы, составляемые 
полуосями положительных координат с нормальною в точке (х, у, 2) 
поверхности, продолженною за эту поверхность, т. е. в противополож- 
вом направлении давления жндкости;' 4— какой-нибудь элемент 
ловерхности; р — соответственное гидростатическое давление. Слагаю- 
щие, параллельные осям давления жидкости на элемент 4$, очевидчо, 
выразятся чрез 
(1) — р с0зА 45, —Рс0зв 45, — рсозуа5- 

Перенесение сих сил в точку (а, 6, с) произведет пару, момент кото- 
рой, проектированный на три оси, будет 

—Р (2—6) с05 в —(у— 6) с03*] & 
(2) —Р[(х— а) с03»— (2—6) с0$ А] @5 

— р [0/— № с05^ — (х— а)созы 4. 

Подобные выражения получатся и для всех других элементов 
поверхности, так что проекции равнодействующей на оси выразится 
ДВОЙНЫМИ суммами: 

{3) —Прсоз А, — [[рсозь 5, — [р с03 98 
и проекции равнодействующего момента — суммами: 
— Ир (е— об созь—(/—8) 053] & 
4) — ЛР Кх— а) созу—(#— в} с0$ ] 4 
— ПИР Ю— в) 05 — (х— @) сов] 45, 


® Здесь рассматривается давление только на одну сторону поверхлости. 
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все суммы берутся здесь между известными пределами поверхности. 

2. Всли дело идет о равновесии какого-нибудь твердого тела, погру- 
женного в жидкость, то давления, производимые ею на нсе точки 
поверхности тела, всегда можно привести к одному равнодействующему. 
Действительно, поелику берется здесь поверхность замкнутая (Гегтёе), 
то же преобразование тройных интегралов в двойные, которые мы 
употребляли в лекции (ХХ), обратно приведет вас к преобразованию 
интегралов (3) и (4) в интегралы тройные, т. е. 


ый [ху 
| 
[-ИИе-ов- олово 
О 
оная 


пределами служат пределы самого тела, ограниченного поверхностью. 
Но, предположив, что жидкость находится в равновесии, имеем 


(1) во, Оо, а? 
Следовательно, проекции равнодействующей приводятся к 
(8) 0, 0; — Г/ арх ду 4, 

и проекции равнодействующего момента —к 

9) Ио — Баху аа; — «| (х--дахйуа; 0. 


Сумма | прах 4у 4, очевидно, выражает вес количества жидкости, 
имеющей объем, равный объему тела, или, другими словами, вес жид- 
кости, вымещенной телом. Итак, равнодействующкая (8) равна и прямо 
противоположна этому весу. 

Что же касается до пары (9), то заметим, что если бы точка (а, 
Ь, с) перенесения всех сил взята была в центре тяжести объема жид- 
кости, вымещенной телом, — по извествым формулам получили бы, 


(о) [Ирх ах цуга [вах вуае = [раах ау 42 
[[туах ауае= 6 Д{рах дуае= [рб ах ду а, 


что увичтожило бы вышеупомянутую пару, так что сумма давлений, 
производимых жидкостью на тело, приводится к одной силе, которая 
ранна весу вымещенной жидкости н имеет направление снизу вверх. 
По этому` самому говорят в физике, что именно столько теряет своего 


веса тело, взвешиваемое в жидкости, сколько весит равный ему объем. 
жвдкости. 
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Итак, для равновесия твердого тела, погруженного в жидкость, по 
предыдущему, требуется 1) чтобы все силы, действующие на жидкость, 
приводилвсь к одной, равной и прямо противной весу вымещенной 
жидкости; 2) чтобы сии две силы действовали по одной и той же вер- 
тикальной линии, без чего они не произвели бы равновесия, а пару. 
Посему, если предположить, что тело подвержено действию одной 
силы тяжести и что оно так же однородно, как и жидкость, то центр 
его тяжести в этом случае будет совпадать с точкою (а, 6, =), и для 
удовлетворения самому необходимому условию равновесия будет нужно, 
чтобы плотность его была равна плотности жидкости. 

3. Исследуем условия равновесия тел, плавающих на верху жид- 
кости. Равнодействующая и пара равнодействующая, которые произой- 
дут от перенесения в точку (а, 8, с) всех давлений, производимых 
жидкостыо на часть поверхности тела, в нее погруженную, очевидно, 
будут выражены теми же интегралами (3} и (4) (интегралы сии должны 
быть взяты между пределами помянутой поверхности). Но заметим, 
что здесь, ничего не изменяя в величиие сих интегралов, можно будет 
распространить пределы их на пределы поверхности всей погружен- 
ной части тела, которую надобно представлять вычтенною посредством 
мысленного погружения в жидкость верхпего уровня. В самом деле, 
поелику гидростатическое давление не существует уже для всех точек 
сего уровня, оно для сих точек может быть положено равным 0, так 
что все относящиеся сюда элементы интегралов (3) н (4) уничтожатся 
сами собою. Но так как поверхность, к которой относятся пределы. 
сих интегралов, действительно есть замкнутая, то интегралы сии могут 
быть заменены интегралами (5} и (6), (8} и (9), и если точкою пере- 
несения (а, 6, с) всех сил изберется, как и прежде, центр тяжести 
вымещенной жидкости, то для суммы давлений, производимых жнил- 
костью, опять получится — {| р Хх @у 42, т. е. сила равная и проти- 
воположная весу вымещенной жидкости. С другой стороны, плаваю- 
щее тело побуждается только силою своего веса, которая действует 
сверху вниз и которую можно вообразить приложенною к его центру 
тяжести. Но две вертикальные и прямо противоположные силы не 
могут произвести равновесия в твердом теле, если оли не равны и если 
их точки приложения не находятся на одной и той же вертикальной. 
Посему для равновесия плавающего тела требуется: 1) чтобы вес 
всего тела был равен весу вымещенной им жидкости; 2) чтобы прямая, 
проведенная чрез центр тяжести всего тела и чрез центр тяжести 
вымещенной жидкости, была вертикальна. 

Если предположить, что как плавающее тело, так н жидкость од!!о- 
родны, то первое условие равновесия необходимо требует, чтобы плот- 
ность твердого тела была меньше плотности жидкости, а второе усло- 
вие приводится к тому, чтобы прямая линия, соединяющая центр тя- 
„жести всего тела с центром тяжести погруженной его части, была 
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‘вертикальна, потому что тогда центр тяжести погруженной части тела, 
очевидно, будет совпадать с центром тяжести вымещенной жидкости. 
4. Теперь поясним эту теорию исследованием всех возможных 
положений разновесия прямой треугольной призмы, плавающей на 
жидкости так, что ребра ее остаются горизонтальными. Пусть р будет 
постоянная плотность жидкости, р’— постоянная плотность призмы, 
Н— ее высота. Во-первых, нужно, чтобы р’ было меньше, нежели р. 
Очевидно, что в настоящем случае можно погрузить вдруг два ребра 
призмы или только одно. Рассмотрим сначала последний случай. 
Известно, что центр тяжести всей призмы совпадает с центром 
тяжести треугольного сечения, сделанного на половине высоты призмы 
параллельно ее основаниям. Пусть (черт. 25} АВС будет это треуголь- 
ное сечение, РС — пересечение его с верхним уровнем жидкости; 
так как три ребра призмы горизонтальны, то центр тяжести погружен- 
ной части призмы необходимо будет также совпадать с цёнтром тяже- 


ЕО, про- 


сти треугольника РСС. Посему сделаем АНЕТАВ, ЕЁ= 


ведем СЁ и СН и возьмем Н=т СН, КЁ = СЁ; Га К будут центры 


тяжести целой призмы и погруженной части ее или части жидкости, 
вымещенной призмою. Но условие, что прямая /К должна быть вер- 
тикальна, можно привести к тому, чтобы прямые ЕН и @Н были 
равны. В самом деле, если ЕН =СН, треугольники ЕНЁ и СНЕ бу- 
дут равны, потому что, сверх того, ЕЁ == ОГ, а сторона НЕЁ есть общая, 
Посему углы РЕН и СЕН будут прямые, и линия НГ, находящаяся 
в вертикальной плоскости АВС и перпендикулярная к горизонтальной 
Р@, будет вертикальна, а следственно, также и А, которая парал- 
„лельна ей по построению. Означим чрез а, $, # данные прямые АС, 
„ВС и СН и чрез р, « — известные углы АСН и ВСН. Чтобы совер- 
шенно определить положение призмы во время равновесия, нужно 
будет только вычислить величины СР==х и СН==у. Тогда два необ- 
ходнмые и достаточные условия равновесия призмы выразятся чрез 


1 ТАСВХ НХ Е" = РС Х НХ ва, 
или 


‚аб 
р = 


что приводится к ху=#аё, сделав Е 


хузш о) 
Оо, 


к. Необходимо, чтобы #< 1. 


2) ЕН=ОН, 
хледовательно, __ 

ЕЁ 0», 
т. е. 


Мм — 216056 = И у — 2Аусо5 о, 
или 
№ — 94030 == у? — Йусоз о. 


-ж- 


Подставив величину у=9* ‚ выводимую из первого условия равно- 


весия, получим 
аз 


2х со — 28 В оз ®, 


или 
хм — 91 0363 +- 286 Со эх — #1461 ==0; 


так как численные величины #, №, а, 6, с058, соз® известны, то из 
эгого уравнения определится х, а потом и у из первого условия равно- 
весия. Поелику это уравнение четной степени и последний член его 
есть отрицательный, оно необходимо должно иметь по крайней мере 
два вещественные корня: один положительный, другой отрицатель- 
ный; но сей последний, по свойству вопроса, должен быть отброшен. 
Что же касается до других двух корней, то об них нельзя сказать 
ничего общего, а можно заметить только то, что должно отбрасы- 
зать, как чуждые искомому решению, корни отрицательные и мни- 
мые, а также и положительные, когда они превышают & или которые 


меньше ка (что дало бы =>). Итак, в самом выгодном слу- 


чае, при погружении в жидкость верщины С, нельзя найти болыне 
трех положений равновесия. Так как все сказанное об этой вершине 
можно приложить и к двум другим, то, погружая одно только ребро 
призмы, нельзя найти больше 9 положений равновесия. 

5. Тот случай, когда погружаются вдруг два ребра призмы, очень 
легко приводится к предыдущему. Пусть (черт. 22), как и прежде, 
АВС будет среднее вертикальное сечение призмы и С — вершина, 
находящаяся вне жидкости. Второе условие равновесия в $ 4, в слу- 
чае однородности как жидкости, так и призмы, очевидно, также может 
быть заменено следующим: „центр тяжести пелой призмы и центр 
тяжести непогруженной ее части должны находиться на одной и той же 
вертикальной“. Таким образом, наблюдая все замечания предыдущего 
параграфа, для выражения второго условия равновесия найдем совер- 
шенно то же уравнение 

х* — 2х с036 = у — Эйусо5м. 


Что касается до первого условия, то вес непогруженной части 
призмы, если предположить ее жидкою, будет 


хузм @ +в} 
2 


— РН, 

и вес целой призмы, предполагая ее жидкою, составит 
ии 
Ё. 9 


откуда находим, что вес вымещенной жидкости равняется 


Е +“) ен; 


16 Собр. соч. М. В. Острограшекого, +, 1, я. 2 
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следовательно, искомое условие выразится чрез 
афзт (6 в) 


7 РЕН 
что приводится к 


дне рен Е 9) ЕН, 


ху=— ав, 
сделав, как и прежде, РА, 


Таким образом, чтобы перейти от результатов предыдущего пара- 
графа к рассматриваемому нами случаю, следует только # заменить 
везде количеством } —#, откуда получится уравнение 

— 21 с050 23 +-21 (1 — #) ар созох — (1 — #346 =0, 
0 корнях которого должно сказать точно то же, что и прежде. След- 
ственно, для настоящего случая не может быть больше 3 положений 
равновесия. Применяя те же рассуждения к погружению вершин 
АинС, Ви С, найдем, что плавающая призма, у которой ребра гори- 
зонтальны, не может иметь больше 18 положений равновесия, но 
может иметь их меньше. 

6. Если бы треугольник АВС (черт. 25) был равнобедренный, то 


имели бы 
==8, с086=с05® 


и, следственно, 
{1} ху=ва*, 
{2) ж — 2х с050= у? — 2вусоз8, 
что приводится к 
2—1 — 2х 5050--2йус036— (х— у) (х--у—2йс058) =0, 
Этот вопрос можно решить, или полагая х==у==аУ В, или соединяя 


два уравнения 
Хуа, х--у==2й с0$8, 


которые приводятся к уравиению второй стенени 
21 — 28 с058&-- ка? —=0, 

от коего корни суть 

Х=1 00304 У с050— а и у—ьсоз0 — У с0516— ва 
и наоборот, 

Но на чертеже имеем #206030, следственно, 

х==а(с05*8+ Иво) и у==а(с058 — Исоз 8 —&) 

и наоборот. 

Эти два решения, выраженные сими коренными величинами, могут 


4 
быть допущены или нет, смотря потому, имеем ли с050>УЁ или 


4. 4_ 
058 УЕ. Если сов = И, то они совпадут с первым решением. 
Бели погрузить вдруг два ребра призмы, то достаточно везде в пре- 
дыдущем на место & оставить 
1— 


ЛЕКЦИЯ ХХУ 


Вычиелеиие повышения воды в иасоее 


1. Наблюдение показывает, что силы упругости двух газов, под- 
зерженных одинаковой степени температуры, находятся в прямом 


отношении с их относитель- 
ными плотностями, или, что то 
же, в обратном отношении с 
объемами, которые они зани- 
мают, Этот закон в физике из- 
вестен под именем закона Ма- 
риохта. Мы приложим его к 
вычислению повышения воды 
в всасывающен насосе после 
каждого удара поршия. Под- 
робности механизма насосовых 
зруб относятся к курсу при- 
кладной механики; здесь из 
них мы сообщим только то, 
что ‘нужно для уразумения 
действий сей машины, и вы- 
числение, которое мы имеем 
в виду. 

2. Всасывающий — насос 
(черт. 26) состоит из полого 
вертикального цилиндра (с01р$ 
4е рошре) КОМ, к нижней 
оконечности которого приде- 


жили М 
Ро 
г м 


т 


Черт. 26. 


лывается длинная вертикальная же трубка РК$О, отделяющзяся 
от него перегородкою, свабженною клананом С, который открывается 
свизу вверх. Трубка погружается в сосуд АТИД, из которого вода 
должна быть всасываема или просто поднимаема трубкою выше своего 
первоначального уровня АД, В циливдре движется поршень /А#, 
имеющий один или два клапана #. Теперь приступим к объяснению 


действия машины. 
35% 
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Сначала, когда поршень находился в /А, клапаны С и # закрыва- 
лись"собственною тяжестью; но как скоро мы опустим поршень, то 
воздух, заключавшийся в пространстве /ОМК, будучи сжат, обнару- 
живает силу упругости, которая открывает клапаны и позволяет ему 
выходить вон. Поршень приходит в ОМ, клапаны закрываются, и потом 
оя поднимается в /К. Тогда клапан С, теснимый снизу вверх возду- 
хом, заключающимся в пространстве РВСК, и не претерпевая, для 
равновесия, такого же давления от воздуха, первоначально содержав- 
шегося в цилиндре, открывается; воздух распространяется по всему 
пространству РВСЮМКГО, теряет часть своей упругости, которая не 
уравновешивает более давления атмосферы на поверхность АР, отчего 
вода поднимается в трубке до ЕЁ н опускается в сосуде до ЁМ, т. е. 
до тех пор, пока восстановится равновесие. Тогда клапан С закры- 
вается, и то же действие начинается снова. При опущении поршня, 
сжатый воздух /ОМК открывает клапаны # и уходит, после чего 
клапаны закрываются. При возвращении же поршня в /К, воздух, 
находящийся в пространстве ЕРКР, не встречая более сопротивления, 
открывает клапан С и расходится по всему пространству ЕРЮМКТОР и, 
по закону Мариотга, теряет часть своей упругости: от сего нару- 
шается равенство давлений на поверхность ГМ; она от ‘действия 
внешнего воздуха опускается до Ё'М', и вода поднимается в трубке 
до Е'Р', клапан С закрывается снова и пр. Поднимаясь таким образом 
все более и более от продолжающихся ударов поршня, вода взойдет 
наконец в цилиндр и, давимая поршнем, откроет клапан сего послед- 
него и пойдет вверх. Здесь поршнем она может быть поднята до 
высоты трубки бокового истечения У. Нужно заметить, что так 
как столб воды в 34 английских фута (это число для краткости мы 
назовем чрез #) уже уравновешивает атмосферическое давление и так 
как сила упругости воздуха, очень разреженного, не в состоянии 
будет более поднимать клапаны, то необходимо давать трубке длину 
ВР, меньшую, нежели /, а без этого никогда не удастся поднять воду 
в цилиндр и, следовательно, заставить ее вытекать. 

3. Означим чрез р плотность воды, чрез «сечение сосуда или 
резервуара, чрез В — сечение цилиндра, чрез 1 -——сечение трубки насоса, 
чрез а— длину пространства /0, проходимого поршнем, чрез $=ВР— 
расстояние перегородки от первоначального уровня жидкости, наконец 
чрез х— искомую высоту ОЕ воды над понизившимся уровнем М, 
который примет вода в резервуаре после первого удара поршня. При 
первоначальном уровне АР воды в сосуде, по причине несжимаемости 
сей жидкости, необходимо, чтобы объем ее, имеющий основание #—7 
и высоту ВО, был равен объему ВЕЁС, коего основание — 5 и высота 
ВЕ, и получится: (&—1) (х — ВЕ) = ВЕ, 
следовательно 


< 
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Когда поршень ваходился в ОМ, то сала упругости воздуха, заклю- 
чавшегося в пространстве ВРЮС== $, уравновешивала на поверхности 
АР внешнее атмосферическое давление на единицу поверхности, 
которой величина равна 2 При возвращении же поршия в /К, 
тот же воздух занимал пространства 


ЕЕЮМКГОР== а8-+- РЕ == ав (6— ВЕ)у 
датах 


его сила упругости, следуя закону Мариотта, выразится чрез 


о. 
1е—1х 


@ ви (8+5) 


Назовем для краткости данные числа 1: и т. оба меньшие еди- 
вины, чрез # и #'; предыдущее выражение сделается 

51 
® ВРАЖЕ--ВЕХ" 
Эта сила упругости, прибааленная к давлению столба воды 9БР5, 
относящегося к единице поверхности, должна ъ‘уравновесать совер- 
щенно давление атмосферическое 2р/ 


вт 


4) ВХ Ром — вх 80, 


откуда выводится 
з_ [ВЕ 5! + =) 
© ии == 
Сие уравнение дает 
Вах У ТЕ а За 
(5) х= О . 


Решение этой задачи, очевидно, для х допускает только одну вели- 
чину; остается, следовательно, определить, с каким знаком надобно 
взять подкоренную величину. Выражение х может быть изображено 


таким образом 
Е б+а+ УМЕТЬ а БЕН 
@ х —” ОЕ . 

Под этою формою делается ясным, что для подкоренной величины 
может быть допущен один знак (—), потому что, взяв знах (+) в имея 
количество 48%"! положительным, получили бы 

ВЕ +6 ка ва 
{8) хи и х>Ь 
что невозможно по теории, изложенной в предыдущем параграфе; 
также имеем 


__ №4 + 5" +е-- У ВЕТ а + ЗЕЯ 


9 ы р 
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для выражения повышения воды в трубке после первого удара поршня. 
Соответственное понижение ВО уровня в резервуаре будет равно 


(10) х— ВЕ 1 х-=(1 В) х = ВО, 


следовательно, чтобы найти его, нужно только предыдущую величину 
х помножить на 1—й. 
4. Если бы для этой величины получилось количество, большее, 


ы 
нежели -;_, то это значило бы, что достаточно одного удара поршня 


для того, чтобы заставить воду войти в цилиндр ниже, потому что 
Вх -==ВЕ (уравнение (1)]. Но положим, что вычисленная величина —х 
делает $ —#х>>0, тогда нужен будет второй удар поршня. Для того 
чтобы вычислить высоту @’Е’=х’, до которой он заставит воду под- 
вяться в трубке над опустившимся уровнем 2'М' в резервуаре, также 
соответствующее нонижение ВС’ сего уровня, будем рассматривать 
силу упругости воздуха, заключающегося в пространстве ЕРАР, в ту 
минуту, когда поршень находится во второй раз в ОМ. Эта сила 
упругости дана выражением (3) и, вследствие уравнения (7), будет 
равна 


(у) &Р (—х), 


что представляет избыток давления атмосферы пред давлением столба 
воды РЕО$. В самом деле, мы полагаем, что поршень опустился уже 
тогда, когда, вследствие первого поднятия его, равновесие восстано- 
зилось на поверхности [М резервуара; внутренний воздух трубки, 
вследствие сего поднятия, открыв клапан, продолжал расширяться 
по пространству ЕЕЮМКЮР (в то же время вода поднималась в трубке 
до ЕР) до тех пор, пока приобрел силу упругости, одинаковую во всех 
своих частях, после чего клапан закрылся и часть воздуха, при опу- 
щении поршня в ОМ, вышда вон. При возвращении поршня в К, 
когда воздух трубки, открыв снова клапан, разойдется по всему 
пространству ЕЕЮМКЮОР, вода в то же время поднимется до ЕР’! 
можно вычислить, по закону Мариотта, силу упругости внутреннего 
воздуха, принимая в рассмотрение новое пространство, которое он 
теперь занимает. Это пространство, очевидно, равняется количеству 
ав+-РЕ’1==аВ + (5-—ВЕ)т. Для определения ВЕ’ принимается в рас- 
чет, что вода, занимавшая недавно объем АДМ'[”, занимает на самом 
деле объем О’Е’Р’5', откуда, исключая общий объем ВС$'0', полу- 


чится (а—1) (*— ВЕ) =1ВЕ'; отсюда, как ив предыдущем параграфе, 
выходит 


ВЕ’ 


ао йх и ВО’ — ВЕ), 


т 
И равновесие, на вытесненном уровие М, восстановится. 
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Пространство Е’Р'ЕМКОР выразится, следовательно, чрез 
28 +111—@ 1х1, 


{12) ——щ 

н как прежнее пространство ЕРЮЕ равно РЕФ — ВЕ) == [ва — 
—@—3)>] [по силе уравнения (1) в $ 3], то сила упругости внут- 
реннего воздуха цилиндра после второго удара поршня будет равна 


та 
08) 8 (Хаит: 


по разделении нижнего и верхнего на аВ это выражение перейдет в 


(4) 


Эта сила упругости, сложенная с давлением столба воды Е'Р'5'0’, 
имеющего основанием единицу поверхности, должна уравновешивать 
давление атмосферы; следовательно, надобно иметь 


в) 6 — в%) 


05) ев На вЫ, 
откуда выводится уравнение 

в (аква) и вх . 
{16} х* ( Е =“) х Р— В хм, 


которое даст 
‚_—_ + бе как УГ Ев ЧТ ЧЕН в) 
417) х Е ^., 


яли 
‚аи на Ут аа их) вия) 
(ях Е ‚ 
надобно взять знак (—), потому что член 4#4” (1-х) (6 — &х) есть 
положительный, когда 7>х в Б>х (см. выше); если же взять 
знак (+), то получится 
‚о АА кача . 

{19) х ри аи или х>Ь, что невозможно; итак, 


высота х’после второго удара поршня выражается чрез 
у / Я — БЕ — ана" (— 
20) ром +а- УИ Е а) + #—» 6. 
или чрез 
ина— ИЕ зо Зав г) 

@1 х—_ И ка АЕ 34} [7 ) 
потому что # ({—х) 6 —Ех) =! —фа ({—х) в силу уравненяя (4). 

Для вытеснения ВО’ из резервуара, она получается, как мы видели, 
чрез помножение предыдущей величины х на /—й, 

5. Если эта величина еще менее, нежелн-2, или если нимеется 
$ —'_>0 или $>> ВЕ", то значит, что вода не дойдет еще до нере- 
тородки, и нужен будет третий удар поршня. Повторяя вышепряве- 
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денные рассуждения, легко увериться, что это вычисление даст нам 
совершенно те же уравнения, какие мы имели относительно второго 
удара поршня, ибо тут везде х замещается посредством х'’и Хх’ по- 
средством х”. Таким образом, сделав подстановку букв в уравнении 
(20), тотчас получится 

„ВА в но— УТ 
2х ум 


{перед корнем надобно поставить знак (—), потому что второй член. 
подкоренной величины есть положительный), или, если угодно, в силу 
уравнений (15) и. (4), 


„АВА + а— У ТЕБЕ = ай дай! (Е 
(23) х ДЕ 


аа (хех) 


вообще, после и-+1 ударов поршия, 
| В вика — У вет 5 оз (1—1) (6— в" 9) 


4. 6272 
‹ >| В+ вика Увы ча дави (а П.Т]. 
ЗЕ 


Соответствующее вытеснение первоначального уровня в резервуаре 
будет (р — ®) х®. Предполагается всегда, что $ — Ах" >> 0, или что 
вода после и-го удара поршня еще не достигла перегородки. Преды- 
дущие формулы остаются без приложения, как скоро вода войдет 
в верхний цилиндр, потому что дальнейшее повышение воды не 
происходит более от последовательного вытягивания воздуха, но 
производится непосредственным поднятием ее, так что объем воды, 
подиятой в данное время, будет равняться произведению из горизон- 
тального сечения, сделанного в верхнем цилиндре, на расстояние, 
проходимое поршнем, и на число раз, сколько поршень поднимался 
в продолжение этого данного времени, предполагая его движение 
однообразным. 

6. Чтобы перейти от сих формул к формулам относительно того’ 
случая, когда резервуар будет пополняем притоком воды, так что его 
‚Уровень всегда будет оставаться неизменяемым, стовт только везде 
положить #==1, что даст 


уд +8 — УЕ —а + ЕТ 
2 


и, после и+1 ударов поршня, 


жи на Итака" 8—1). 
2 


х 


Условие, чтобы вода после п-го удара поршня не дошла до перего- 
родки, приводится к > м"- 7. 
В предыдущей формуле предполагается 
х®—6. 


ЛЕКЦИЯ ХХ\ 


Измерение высот посредетвом барометричеекях 
наблюдений 


1. Посмотрим, как применяются к земной атмосфере общие урав- 
нения равновесия упругих жидкостей. Пусть Х, у, 2 будут координаты 
какой-нибудь частицы в атмосфере, взятые от центра земли; г— ра- 
диус-вектор этой частицы, 8— тяжесть на поверхности земли; уско- 
рительная сила тяжести, которая действует на частицу х, у, 2, будучи 
направлена к центру земли, составит с осями координат углы, коих 


косинусы будут-=, —, — р › и ее напряженность выразится чрез 
4, где Ю означает земной радиус. Итак, слагающие оной силы, 
параллельные осям, будут 


ХА, у, рф 48 
и уравнение равновесия атмосферы сделается 
арх ах у ау+2 42), 
и как х @х-ну дуг 42=74/, то получится 
(1) др д. 


2. Плотность р зависит от давления р и от температуры 6 по 
уравнению 
(@) рр (1-26), 
выведенному в лекции ХХЬ где < означает дробь 0.00375 и Ё — ло- 
стоянный коэффициент, который определяется наблюдением. Но чтобы 
иметь возможность без всякого опасения приложить формулу (2) 
к равновесию атмосферы, необходимо замечать гигрометрическое со- 
стояние, нли количество паров, содержащихся в сей последней, и как 
вообще это количество увеличивается с повышением температуры в 
как пары воды под обыкновенным барометрическим давлением имеют 
меньшую плотность, нежеля воздух, то очевидно, что плотность воз- 
духа свободного должна с повышением температуры уменьшаться 
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в содержании гораздо болышем, нежели то, которое показывается 
коэффициентом 0.00375. Обыкновенно полагают его равным 0.004. Это 
число далее будет означено буквою =. 

3. Разделяя уравнение (1) на уравнение (2}, найдем 


4р 2 и. 
(3) >= Каз в} 


надобно заметить, что так как температура изменяется вообще с поло- 
женнем х, у, 2, то 6 должно принимать за какую-нибудь функцию из 
сих трех переменных; но уравнение (3) не могло бы существовать, 
если бы 8 не была функциею от одного г; итак, равновесие атмо- 
сферы безусловно требует, чтобы температура изменялась только 
с изменением расстояния от центра земли и чтобы она была, следо- 
вательно, постоянною на всем протяжении одного и того же слоя 
уровня — условие, как известно, никогда не осуществляющееся в при- 
роде. Следовательно, действие ветров, или нарушение сего равновесия, 
происходит частью от неравномерного загревания различных точек 
каждого слоя атмосферы солнцем. 

4. Положим, что во время, возможно тихое, когда можно принять 
уравнение (3) за верное, заметили на термометре температуру & напр. 
зоздуха свободного в точке х, у, 2. Означив чрез Р давление на 
поверхности земли, соответствующее г==1, получим для интеграла 
уравнения (3} 


Закон уменьшения температуры, по мере того как мы поднимаемся 
в атмосфере, нам неизвестен; но так как — у не леременяет знака 
в продолжение всей интеграции, то, приняв какую-нибудь среднюю 
температуру, можно поставить, вне знака, множителя А, основы- 


ваясь на той теореме интегрального исчисления, что если функция 
Их) не изменяет знака между пределами а и 6, напр., то имеем 


2 [3 
ея) До) ая В(е [Ах их, 


< есть какое-нибудь количество, заключенное между а и В, так что 
а<«с<36. Нельзя с точностью определить средней температуры, ко- 


‘торую надобно ввести в формулу, но приблизительно берут для нее 


#-тТ 
полусумму > ;Т есть температура, замеченная в низшем положе- 


нин (ЧаНол) на поверхности земли и соответствующая г==А и давле- 
нию Р. Итак, получится 


— 251 — 


155 ы (Я «ЕР (: 


{4 а 
д #-ю — __ 2 
НЕ 7 де (-#)’ 


= означает разность г— А, которую можно принять за вертикальное 
расстояние между двумя положениями (з1аН0опз), соответствующими 
давлениям р и Р. 

5. Это отношение между 2 и давлениями р и Р, также функциями 
из высот ртути в барометре, замеченных в двух положениях, родило 
мысль об измерении вертикальных возвышений носредством бароме- 
трических наблюдений. Пусть Ни # будут высоты ртути в барометре 
на положении (з(аНол) низшем и высшем; Г и # — соответствующие 
температуры ртути, которые, для большей точности, мы положим 
немного отличными от температур окружающего воздуха, как это 


3 самом деле и замечают; А — плотность ртути при 0; В — дробь 555%, 


выражающая, как известно, расширение каждой единиды объема 
ртути ва градус стоградусного термометра, к которому мы здесь от- 
носим наши формулы. Очевидно, для выражения гидростатического 
давления Р, будем иметь 


АН 
Р=2тг, 


и для такового же давления р, когда тяжесть сделается уже 


получим 


откуда 


1+8 
ТГ 
поправленною. Следовательно, 


в 
105 =? 198 рые. 


}' означает количество Н, которое можно назвать высотою #7 


Таким же образом формула (4) сделается 


ыы 
что дает к т к 
денек (1+8) | (+) 
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— формулу барометрическую в собственном смысле. Логарифмы здесь. 
введены Нелеровы. Если же захочется иметь логарифмы табличные, 
то стоит только ивести их известный модуль М==0.434... и написать. 
таким образом 


(5) 74 да" говбрчна нов (1+) ] (1+). 


В этой формуле звак Рор показывает уже логарифмы табличные. 


6. При употреблении сей формулы отбрасывают дробь 2, как 


весьма малую, и тогда для первой приближенной величины полу- 
чается 


Эта величина, подставленная на место 2 во 2-й член уравнения (5), 
даст вторую величину, более приблизительную, на точность которой 
уже можно положиться, 

Что касается до постоянных Ки &, то их определяют, как мы 
сказали, наблюдением. Впрочем, есть и другое средство для этого, 


которое состоит в том, чтобы, принимая к за неизвестный коэффи- 
циент, взять для него среднюю из всех величин, которые найдутся 
чрез постепенное подстановление, в оба члена уравнения (5), значи- 


тельного числа высот, тригонометрически измеренных и нарочито для. 
сей цели набранных. 


ЛЕКЦИЯ ХХУЦ 
Движение неежинаемых жидкостей 


1. Чтобы перейти от уравнений равновесия несжимаемых жидко- 
стей к уравнениям их движения, нужно только в уравнении равно- 
весия 

ар-=р(Хах+ Уду+2а:) 
ву = 
силы Х, У, 2 заменить соответственно чрез Х— 2х, У ай, й— а 


и замечать несжимаемость в продолжение движения. Тогда получится 
сперва 


дрянь | (чи) акк) (28 4] 


и р==П для поверхности свободной; И есть внешнее давление, 

При изучении капельных жидкостей, несжимаемых во время 
движения, можно вывести формулу, показывающую ее из рассужде- 
ний, приведенных нами в изложении равновесия сих жидкостей. Там 
мы заметили, что если жидкость перемещается так, что каждая точка 
ее объема переходит из положения (х, у, 2} в другое (х-ы8х, у 8у, 
2-82), то какая-нибудь часть /4х Чу @2 ее объема изменится в 

(5+ 9 =) ах ау аг. 

Рассмотрим в самом деле жидкость во время движения; означим 
чрез х, у, & координаты какой-нибудь точки ее объема в мгновение 
д 


дх 9. 
Фи для краткоств положим Е, = =, дру==; точка {х, у, 2) 


в продолжение мгновения 4 примет положение (хи 4 уно 4, 
240), посему, если сделаем 8х =и 4 ву2=1 4, вл== Е, то рас- 
сматряваемый объем изменится на 


ди, 0 Е 
а (ин + д:) 4х Чу г, 
но несжимаемость капельной жидкости требует, чтобы изменение 
объема не было никогда отрицательным; итак, 


4 | (ини) 4х 4у4=>0 
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и так как пределы интеграла произвольны, то 


Эн де д 
(ее ху 40 


ити 00 ды 
= += >0 не исключая равенства. 

Если предыдущее условие будет выполнено, то каждая часть объема 
жидкости останется тою же или увеличится; но очевидно, что увели- 
чение объема жидкой массы не может произойти без расширения ее 
в какую-нибудь сторону, следовательно если нужно, чтобы жидкость 
(На114е) в продолжение движения оставалась неизменною, то необхо- 
димо, чтобы ее ‘объем ни увеличивался, ни уменьшадся, т. е. надобно, 
чтобы было 
@) 0—2, 9, 08 


Предполагается, что в этом уравнении скорости и, 9, ® рассматри- 
ваются как функции от х, у, < и от количества (1). Точно так же 
следует понимать и уравнение 

дк у в 
Яр. в [(х 2) ах (у 5) 4-(2 8) @], 
имо мы имеем 


ме, 
НИ у, 
следовательно 
т № 9% 8 95 
@ р дрянь (У @ де Ту =>) 4 


2. Независимо от уравнений (1) и (2), относящихся ко всем точкам 
капельной жидкости, существуют еще такие, которые принадлежат 
к точкам, находящимся на поверхности. Займемся их составлением. 
Мы нашли уже для свободной поверхности 


ори. 
Относительно частиц, расположенных по стенкам сосуда, надобно заме- 


ить, что их координаты должны удовлетворять уравнению поверхности 
сосуда. Означим это уравнение чрез /(х, у, 2}==а==0 и будем иметь 


9=а 
лая всех частиц жидкости, соприкасающихся со стенками сосуда. 
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Допустив это, помножим уравнение (1) на 4х ву 2 и будем инте- 
трировать его на пространстве какой-нибудь части А объема жидко- 
сти; получим 

0= Ди со 96086-86059) 45, 


Х, в, у суть углы, составляемые нормальною к поверхности А с осями 

координат; 45 означает элемент этой поверхности. Означив чрез ®. 

скорость Уна, которой и, %, ® суть слагающие, параллель- 
#089 05 № 4-4 605% 


ные осям, и положив —— ут == 00$ 6, будем иметь 


150$\-9 с08 #2 С05У==0С088, 


следовательно, 
0= [2 с036 45, или 0== /е 4 с036 45, 


8, очевидно, есть угол, составляемый направлением малого простран- 
ства, проходимого частицею, с нормальною к поверхности А; таким. 
же образом ® 4#с03 6 43 есть объем цилиндра, перпендикулярного к сей 
поверхности и находящегося или вне или внутри объёма А, смотря 
по тому, будет ли #8 угол острый или тупой; и уравнение 


0— {2 4 с05045 


показывает, что количество жидкости, вышедшей из объема А в про- 
должение мгновения 4# равняется количеству жидкости, в него, 
вошедшей. 

Уравнение 0 == / о 4056 45, относящееся к какой ни есть части 
объема жидкости, имеет также место и для целого объема, но тогда. 
интеграл должен быть распространен на всю поверхность жидкости. 
Если бы рассматриваемая вами масса вся совершенно заключалась 
в сосуде, то ни одна частица не могла бы выйти за его поверхность. 
И так как сумма частиц выходящих равна сумме частиц, входящих,. 
то ни одна из них не могла бы войти во внутренность жидкости, так 
что все частицы, раз попавшие на ловерхность, останутся там навсегда. 


посему 
058 ==0, иди #с08%-9 созр-+ #2 с0$ э==0. 


Это уравнение следует из равенства (= /® 4056 48, ибо с0$ 6 не. 
может быть положительным; он должен быть нуль или отрицательным, 
ко невозможно, чтобы он был отрицательным, потому что тогда все’ 
элементы /[ю 42с036 4$ были бы отрицательными и, таким образом, этот 
интеграл не был бы равен нулю; следовательно, соз 6 ==0, т. е. 
1605950584 с05 У==0, 

Если жидкая масса не всецело заключается в сосуде, то уравнение. 
1508-0505 в 5053—0 не будет иметь места. Впрочем, вообще. 
допускают, что н в этом случае все частицы, однажды попавшие на 
поверхность, остаются там навсегда; посему уравнение исоБ»-- 
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+905 + с0$%==0 будет иметь место, но только для частиц жид- 
кости, соприкасающихся с сосудом; что же касается до свободной 
поверхности, то нетрудно заметить, что по тому же условию должно 
Фыть 


4—1) 9@ф— п) 9Ф—- Ш 9 п) 
2. 


Итак, для свободной поверхности будем иметь 


0=р—п 
[2 ап 9е—Ш, „9 —1п 90-1 
) о а + и тик: 


и для частиц, соприкасающихся с сосудом, 


| 0—& 
) . О— и соз А-Я со5р-+ 7 С0$ 5; 


впрочем не худо заметить, что последнее из уравнений (3) не будет 
иметь места, если масса во время движения не остается неизменною, 
а получает несколько новой жидкости; но во всех случаях, где урав- 
нение 


9—1 90—п) 90—-Ш 9—1) 
о д НИ тб а 


остается без приложения, оно заменяется другим, которое состав- 
ляется только в частном каком-нибудь случае. 

3. Уравнения (1), (2), (3) и (4) в совокупности с теми уравнениями, 
которые должны выражать первоначальное состояние жидкости, т. е. 
которые относятся к первоначальным положениям и скоростям, доста- 
точны бы были для определения движения жидкости, но, к несчастью, 
интегрирование сих уравнений представляет много трудностей. В 
чаством случае, когда функция ийх-- оду 42 была бы полным 
дифференциалом, трудность интегрировакия соразмерно уменьшилась 
бы, но как узнать наперед (а рНоп), что нахо Чу @2 есть полный 
дифференциал? Анализ, который мы употребили в лекции [Х при раз- 
боре подобного вопроса, здесь не может быть приложен по причине 
неизвестности р. Если бы можно было допустить, что р не содержит 
2, то, сделав для краткости #=0 и 2==0 и положив, что Хах и Уд 
есть полный дифференциал, нетрудно было бы доказать, что и пах-н 
—94у есть также полный дифференциал; но нельзя утверждать а 
рой что р не заключает времени &. 

4. Теперь мы сделаем приложение предыдущих уравнений к дви- 
жевию воды, вытекающей из сосуда чрез весьма узкое отверстие. Так 
как на жидкость действует одна сила тяжести, то, взяв ось х верти- 
кально сверху вниз, будем иметь 


Х=а 7-0, 2-0, 
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посему уравнение {2) для настоящего случая сделается 


. ан ди ди ди\ 
ар= вах р (пеиино “в, ах 
{4 4% [С до 
. РН Е Году К ар} ЧУ 
2) { фы 9% 
Рак? 
отсюда выводится 
= аи ди ди ди 
©) м ба, 


допустив это, помножим уравнение (1) на 4х у 42 и будем интегри- 
ровать его на пространстве объема А жидкости, содержащейся между 
горизонтальными илоскостями; тогда, принимая в соображение второе 
из уравнений (4), получим 
Диаз == ре @8', 

ни и означают скорости в двух горизонтальных плоскостях, замы- 
кающих объем А; 4 и 45’ элементы сих же плоскостей. Предпо- 
ложим, что все скорости, принадлежащие к одной какой-нибудь гори- 
зонтальной илзоскости, равны между собою, по крайней мере могут 
быть приннмаемы за равные без значительной погрешности, посему 
будем иметь и5==4'5', $ и 5' означают поверхности сечения, сделан- 
ного в жидкости плоскостями, к которым относятся скорости и и и’. 
Если означим чрез ® нлошаль отверстия, которое мы предполагаем 
горизонтальным, н чрез 4 — скорость, общую всем точкам ®, то также 


получим и5$==4е, отсюда и= м 4. Очевидно, что 4 зависит только от 
3, х, следовательно . 


> 6; 


помножив его на 4х и интегрируя, найдем 


реа [ТоыЯ, 
Р есть количество произвольное; для определения его перейдем к 
верхней поверхности, которая. по предположению, следующему из 
равновесия вертикальных скоростей на всем пространстве горизонталь- 
ного сечения, будет плоскою и горизонтальною. Пусть х=Х, урав- 
нение сей поверхности зависит только от Ё, тогда для х=Х будем 


ах 
; посему, начиная интегрирование | от х=Х и пола- 


иметь р= 
гая $=9, для х=Х получим 


т=Р + мх— 
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следовательно 


ря 4 @—) 


уравнение поверхности есть х==Х; чтобы на поверхности оставались 


ах 
одни и те же частицы, для этого нужно и=ур, или 


- 
а — в $ 
уравнение, вытекающее также из и—=® 4 и относящееся к верхней 
поверхности, сдедается 
ах вы 
пар то 4. 


Означим чрез { величину Х для отверстия сосуда, тогда, полагая х 
получим снови р==П; итак, 


1 
и ‚ 24 |4. 
0—2 (—)— (1 =) @—2 а. 
ах = * 
Это уравнение в совокупности с 1; == 4 может служить к опреде- 


лению 4 иЁв функции Х, и сие онределение будет полным реше- 

ннем вопроса, ибо зная Ё и 4, найдем риши в функции х и Х. 
Очень важно определить количество воды, вытекшей из сосуда 

чрез отверстие ® в продолжение данного времени &; это количество 


В х 
очевидно, есть « [4 4, или, если то будет удобнее, есть [54х; пред- 


полагается Х==0, когда #=0, т. е. начало координаты берется на 
первоначальной поверхности жидкости. 

5. Положим, что резервуар содержится всегда полным посредством 
постоянного прибавления количества воды, равного количеству воды, 


вытекающей чрез отверстие. В этом случае уравнение Е 99 не 


будет иметь места, нотому что на верхней поверхности жидкости, 
очевидно, не будут оставаться одни и те же частицы; но оно и не необ- 
ходимо, ибо количество Х` известно и постоянно остается равным нулю. 
Что касается до уравнения 


0=2&(—х)— (1— 


то, сделав в нем Х-=0, получим 


о=ев!— (1—5 


у, 


* 
положим для краткости 1— 5; 
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? скорость 8, соответствующую сей высоте, будем иметь. 


2% 4 
ИИ 
О, 
откуда 
С 
Ва Чи, 
но так как 


[м 49 
яяты), 


С) 


й 
В продолжение времени # вытечет количество жидкости @= [9 4, 
5 
на основании равенства (*) будет 


Е Е 


Если время # будет столь большое, что можно пренебречь величину 
258 
е ® ‚то получим 
= 
9= в 
вое 
Я. 


Предыдущая величина 4 вытекает также из уравнения 8*— @*4? 


25 
224, если только в нем принять « за бесковечно малую и отбро- 
сить член м, ибо тогда будет В*— а14* ==0, откуда =; ; прини- 


мая « за весьма малую сравнительно с @, можно заменить 


.-У 


едвницею, и тогда получится 


_* 
5: 


4 
т. е. скорость жидкости при ее истечевии равза скорости, приобре- 
таемой весомым телом, которое падает с высоты, равной глубине 


сосуда. 
=? + 


» 
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Что касается до количества ©, то его первая часть Ре выражает 

количество жидкости, зытекшей из сосуда в том случае, когда скорость 
В в 

равна --; действительное количество гораздо меньше, потому что 


РИ 3 
скорость 4, прежде нежели достигнет своей величины ® ‚› имеет ее 
гораздо меньшею. 

6, Рассмотрим еще случай изменяющейся поверхности; для инте- 
трирования мы имеем уравнения 


2—1 


„ах 


Отбросив в первом из сих уравнений члены, номноженные на ®, и 
означив чрез ® скорость, соответствующую высоте / — Х, будем иметь 


4=9. 
Итак, скорость при истечении из сосуда почти равна той скорости, 


которую приобретает весомое тело, падая с высоты, равной глубине 
‹осуда. Что касается до убыли жидкости в сосуде, то ее вычисляют 


х 
помощью формулы | 54х; Х дается уравнением 
й 


_—_04х _ вах 
ы Уже’ 
Если нужно, чтобы уровень понижался пропорционально временам, 


ФЕ 


4, 
т. е. чтобы скорость Е была постоянною, то следует только ввести 
это условие в носледнее уравнение; для сего означим чрез # высоту, 
ах 
соответствующую скорости ‘р, и будем иметь 


ах 


== ИЕ, следовательно “ 


— уравнение, которому можно удовлетворить бесконечно различными 
способами, как это известно из теории кривых поверхностей. 
Мы просим наших читателей обратиться к частным приложениям 


х 
формул | зах, ЧЕ 
| 20-Х 
1-х 
‘а, чтобы вайти частную форму сосуда, в котором 
уровень понижается пропорционально временам. 


ах 


= ‚ чтобы вычислить убыль в сосуде, 


и уравиения 
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Ивтегрирование уравнений, сообщенных нами в начале сего пара- 
графа, можно привести к квадратурам. «для сего подставим в первое 
уравнение на место; его величину не, данную вторым уравнением. 


-[ 
4. 


о 2-Х 4—5; 


получим 


вводя на место 4 высоту,-которой соответствует эта скорость, т. е., 
полагая 4*==22, будем иметь 


откуда, интегрируя, 


потом 


х 
1 рыах 
Тая) УЕ 


выраженяе убыли в сосуде также приводится к квадратуре, т. е. 


х 
у сах. 


5 


7. Небесполезно сказать весколько слов касательно сравнения пре- 
дыдущей теории с наблюдением. Теоретическое определение оконча- 
тельной скорости жидкости при истечения ее из сосула довольно 
согласно с опытом, но относительно вычисления убыли в сосуде нельзя 
этого сказать, что показывает, что принятая нами гипотеза, по 
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рой все частицы, принадлежащие одному и тому же горизонтальному 
сечению, имеют одинаковую скорость, не совсем верна; она укло- 
няется от истины особенно для частиц, находящихся близ отверстия. 
Убыль, находимая опытом, составляет только 0.62 часть убыли, выво- 
димой из теории. Эту разность приписывают тому, что струя жиз- 
кости, выходя из отверстия, образует усеченный конус, самое мень- 
шее сечение которого находится не в дадьнем расстоянни от отверстия, 
Наблюдатели утверждают, что в предыдущие формулы на место о 
нужно вставить & означая ею площадь означенного наименьшего 
хечения, и что 4 = (0.62) ®; это привело бы теорию в согласие с опытом. 


ЛЕКЦИЯ ХХУШ 


Движение центра инерции какой-нибудь сметемы. Удар 
жел твердых, лишенных унругоети 


1. Возьмем общее уравнение движения любой системы 


уе 


Положим, что фувкани 51, аМ, &№, ... таковы, что если в них поло- 
жить 


1) 


т (Хех УЗу- р)--ааЕ -ныбА о нуаМ-.. 


то они сделаются равными нулю, будем иметь 
их @у 4 у м ст. 
ах Учт-ных а т- Учет УХ-НЫХ Уныхй; 
сравнивая предстоящие 8х, 8%, #2, найдем 


гр, 
Уия=ух 


Хт р =УР 
2 
ав 
Мы прикяли, что функции 82, М, 8№... уничтожаются в силу урав- 
нений {1}. Посмотрим, каков должен быть их вид; будем рассматри- 
вать только одну из них 57, ибо что сказано будет об одной, то 
можно отнести и к прочим; имеем 

$1 — Азх-+- Взу+ Са + Ах’ В8у + СЗ А"в 
Принимая 8х = 2х8" —..., ув" ву" =... ана” 
будем иметь 
9=(А-А-А”...) зи + (ВВ НВ"... + (СС С"... 82. 
Вычятая сие уравнение из предыдущего выражения 52, найдем 

а == А' (8х — вх) в В" (ву —8у)+- Св" — 8) -+- 
А ах" +8" @"— 5)... 


Утв =ХИ. 
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Из этого видно, что &2 должно только заключать разности между 
ах, 8х", 5х",..., между ду, 8у', 8у",..., между 82, 82', 62",... Сле- 
довательно, если 8[ есть полный дифференциал конечной функции Г. 
ох, ух, у, 7, ..., то количество Ё должно только состоять из 
разностей: х’ х, Хх Жи, у, уу, 
2—2, ='— а, 2"'—1,..., что необходимо имеет место тогда, когда 
{ будет заключать одни только расстояния между точками и, т’, 
т”,.... Впрочем нет необходимости, чтобы Ё была конечною функ- 
цией расстояний ти’, тлу"’, ‚ достаточно, если 82 заключает только 
дифференциалы &(тт’), &(тт"),... для того, чтобы 8Ё сделалось 
равным нулю при предположении 


ах --ах”, Зуев", ав". 


2. Уравнения (1) определяют движение центра инерции, как это 
сейчас докажем. Назовем координаты сего центра чрез & *, $ и, для 
простоты, У и чрез М, будем иметь 


М =Утх 
Мч=У ту 
М: У та. 


Дифференцируя два раза относительно & найдем 


(2) 


Сны уравневия нам показывают, что движение центра инерции 
таково, как бы в нем сосредоточены все массы системы и к нему 
приложены все силы, действующие на систему, будучи перенесены 
параллельно их направлениям. 

Из этого начала следует, что взавмные действия сил между раз- 
личными точками системы совершенно не измевяют движения центра 
инерции, ибо эти силы, по причине равенства и противодействия их 
попаряо рассматриваемые, равны, противоположны и уничтожаются, 
по перенесении в центр инерции, так что движение сего последнего 
изменяться будет только от посторонних сил, не принадлежащих 
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к системе, т. е. от сил, которые не происходят от взаимного действия 
точек системы, Слеловательно, если система побуждаема будет только. 
сплами такого рода, то центр инерции будет двигаться по прямой 
линия с постоянною скоростью, Отсюда легко видеть, что движение 
центра инерции двух или многих тел вовсе не изменится при их 
встрече, ибо удар тел произведет силы взаимного действия частини 
тела; но мы уже доказали, что силы такого рода не имеют влияния 
на движение центра инерции. 

3. Начало, которому подчинено лвиженне центра ннерцин, доста- 
точно для определения, в некоторых частных случаях, всех обстоя- 
‘тельств удара твердых тел, т. е. тел, лишенных упругости. Об этом 
мы скажем несколько слов, Предположим, что центры инерции а 
иа' двух сфер т и п’ движутся по прямой © постоянною скоростью 
и что все частицы 7 опнсывают прямые, параллельные той, по кото- 
рой центр & имеет движение; пусть и сфера т’ будет подвержена 
тому же закону, т. е. частицы оной пусть будут нметь одинаковое 
движение с центром а’; пусть, сверх того, скорости фи 2’ двух сфер 
будут таковы, что сферы могут встретиться. Спрашивается, какова 
будет вх скорость после удара. Возьмем прямую, на которой вахо- 
дятся центры а н @’ за ось иксов и означим абсциссу а чрез х; 
абсциссу а’ чрез х’; ль т’ будут представлять массы двух сфе! 
тх-- тих’ 

тат 
сего последнего выразится чрез 


будет абсцисса центра инерции помянутых сфер; скорость 


дает 
ЕСТ 


Предиоложив направление оси х в сторону движения сферы т 


будем иметь 
“р 
Е? 


з означает -Н 1, -= |, когда скорости масс т и Ш’ имеют одинаковое 
направление, и —{ в противном случае; следовательно, скорость 
центра инерции будет 


При встрече сфер происходят (взанмные} частичные действия, которые 
здесь не будем оценять; но каково бы ни было движение различных 
частиц, движение центра инерции от того не изменится. 

Сферы в продолжение удара действуют друг ва друга; сдавливаясь 
более и более, они будут изменять свое движение дотоле, пока в ковце 
удара не приобретут общей скорости, коей направление, очевидно, 
упадет ва прямую х. Но как сферы, по предположению, совершенно 
лишены упругости, то после мгновения, в котором их скорости сде- 
лались равными, от взанмного их действия движение более не булет 
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изменяться, и окончательное следствие удара будет состоять в при- 
зедении к равенству скоростей. Во время удара не только различны 
хкорости обеих сфер, но также скорости и частиц одной и той же 
сферы; в конце же удара они сделаются равными, и скорость какой- 
нибудь частицы двух сфер равна будет скорости всех вообще частиц, 
и, следственно, скорости центра инерцин, но как сия скорость оста- 
лась неизменною перед ударом, прежде и после оного, то мы имеем 
4.06 + зи 

т-жшт 


знак (+) показывает, что направленае скорости есть направление 
оси х, знак (—) показывает, что оно ему противоположно. Чтобы 
избегнуть двойного знака (-), нужно только назвать чрез т ту из 
данных сфер, которой произведение массы на скорость перед ударом 
«есть большее; в таком случае получим 


„если скорости равны и противоположны, будем иметь 5’==Ь, в=1 
и 1—0, т, е. скорости сфер будут уменьшаться во время удара и, 
наконец, обратятся в нуль. 


ЛЕКЦИЯ ХХХ 
Начало живых сил. Удар тел упругих 
1. Кроме движения центра инерции, уравнение 
Ул ва = 
У(хах + Ру 2) + к ьём-нувМ-—. 


звключает другие общие начала движения; мы здесь изложим одно 
иззних, известное под названием начала живых сил, весьма важное 
в теории машин. Это начало, подобно началу центра тяжести, не 
нмеет места для какой угодно системы; для сего нужно, чтобы коэф- 
фициенты при 8х, 8у, &2, 8х',... в фуакциях 82, &М, №, ... были неза- 
висимы от времени #; заменяя оные соответственными им величинами 
ах, 4у, 42, @х',... необходимо будем иметь: 4Ё=0 или \-=0; @М=0 
или? 0; @М=0 или У=0, и т. д. @Е, @М, @М, ... суть то, во что 
обращаются 82, &М, 8№,... после подстановления 4х на место 8х, 
Чу вместо 8у и т. д. Тогда будем иметь 


уе и. У(ихчну +242) 


или, означая чрез 9 скорость массы т, очевидно имеем 


цхфх к Чуу д 
ант 


в, 


следственно предыдущее уравнение заменится следующим 
У тоае-=У{Хах-+ Уду+ 742), 
которое доставляет определенный интеграл всякий раз, когда функция 
Удак- 7242) 


есть полный дифференциал. Но легко видеть, что дифференциал 
У(Хах-- уау+ 242) бывает полным всякий раз, когда силы, побу- 
ждающие систему, происхолят от взаимного действия точек системы 
в пропорциональны функциям взаимных расстояний, или когда они на- 
правлены к постоянным центрам я выражаются функциями расстояний 
их до помянутых центров, Для доказательства сего предположим, чзо 
две частицы т в т’ притягиваются или отталкяваются с силою К, 
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функциею расстояния ти!’ ==г; сила © приложена к ти также к №’, 
следовательно система будет заключать две силы Ю и формула 


У(Хах + Уйу-ь 242) 
будет заключать момепт сих двух сил. Момент силы №, приложенной 
к т, будет 3-А@т, знак (—) принздлежит к случаю притяжения, 
знак -+- к противному, @’г означает дифференциал у, происходящий от 
перемены положения м. Момент силы Ю, приложенной к т’, будет 
2=А4"/; 4"г означает дифференциал г, происходящий от перемены. 
положения 1’, посему сумма 

У(Хах+ Уауз газ 
будет содержать один член 

2 В (Фи а") = д Юаг, 
который есть, очевидно, полный дифференциал, н он останется таковым: 
же для всех прочих точек системы, взятых по две. Что касается до 
сил, направленных к постоянным центрам, находящимся вне системы, 
то легко доказать, что члены, от них происходящие, суть полные 
дифференциалы, ибо, называя подобную силу чрез Р, расстояние точки 
приложения до постоянного центра чрез р, будем иметь 
= Рар; 


знак (—) принадлежит к вритягивающей силе, а энак (+) к отталки- 
вающей, но Р есть функция р, следовательно Рар будет полным 
дифференциалом. 

Изак, п случае взаимного притяжения или отталкивания точек 
системы или в случае действия постоянных центров будем иметь 


У(хах-- уу нра) = У Рар, 


где Р’ означает взаимное действие двух точек системы или действие 
одного постоянного центра на одну точку системы, следовательно 
У те =У= 
тия = з 
Ушьа == Рар; 
янтегрируя, находим 
мы “ ы 
%7 с=\У = | Рар, 
= 2 =“. 
С — произвольная постоянная. Положим, что в какое-нибудь мгновение 
{= т скорость © =3 и расстояние р =а; будем иметь, начиная интеграл 


} Рар с р= 


следовательно 


@) 
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2. Живою силою точки, находящейся в движении, называется поло- 


вина произведения ее массы ив квадрат скорости, следовательно --> 
есть живая сила точки т; сумма живых сил всех точек, составляющих. 


‹истему, вазывается живою силою системы; посему 


1% 
живая сила системы в мгновение Ё и у У т — живая сила в мгно- 


1х хм 
вение т. Следовательно, 5 о, есть разность между жи- 


Зы? з 
вою силою системы в мгновение Ё и жи- р 
вою силою системы в другое мгновенне т. и 
Из уравнення (1) видно, что эта разность в 
на зависит от свойства снстемы, т. е. от 
условий, которые отделяют возможные 
перемещения от невозможны она только 
зависит от сил, побуждающих систему. 
г 
Интеграл | Рар представляет площадь © * А ы 
2 Черт. 


кривой, коей р есть ордината и 4 — абс- 

цисса. Пусть кривая, о которой идет речь, будег ВМ, ОА==а, 

ОМ==р, площадь АВМр (черт. 27) будет представлять величину 
р 


интеграла фра; эта площадь уменьшается и увеличивается с р, и, 


обозначая оную чрез (5), получим 


{2) у У то — у У ты 


У = (5). 


Последнее уравнение с (1) останутся те же, хотя бы мы и изменили 
произвольно условия системы, лишь бы соответственные положеняя 
точек системы, как взаимные, так и относительно к постоянным центрам, 
из которых могут исходить силы, побуждающие снетемы, остались те 
же для всех изменений. Наконец, очевидно, что связи системы могут 
непосредственно иметь влияние на живую силу, ибо взанмное 1п0л0- 
жение точек т, иг’, т", ... зависит, вообще, от связи, Следовательно, 
начало живых сил состоит в том, что живая сила системы зависит от 
связей только в той мере, в какой син последние имеют влияние на 
расстояние между точками и постоянными центрами. 

Нужно заметить, что если в мгновение # расстояния между точками 
т, т’, т”,,.. снова сделаются относительно теми же, как и в мгновение 
т, н если нет постороннего действия на систему, то будем иметь для 


р 
всех точек р==а; следовательно, | Рар==0, а посему 


3) 


т. е. живые силы в два различные премени будут равны. 
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3. Уравнение (3) имеет весьма важное приложение к удару тел 
упругих. Возьмем две сферы предыдущего урока и будем рассмат- 
ривать оные как имеющие совершенную упругость; в таком случае 
очи ударившись сожмутся и приобретут скорости равные; сила упру- 
гости постарается возвратить им первоначальную форму, и удар кон- 


чится, ибо каждая сфера примет форму, которую имела прежде удара. 


ты + туфа 
еред ударом живая сила была постоянная и== "^^, в продол- 
Перед у 6 и 5 , 


жение удара живая сила будет переменною, в конце же удара сде- 

лается постоянною; называя тогда скорость т чрез и и скорость и’ 
, тай ти" 

чрез и’, будем иметь для жнвой силы в конце удара пли ‚ несли 

сия формула не представляет совершенно той живой силы, которая 

имеет место тотчас по окончании удара, то она, по крайней мере, 

представляет оную по истечении пескольких мгновений, когда уже 


внутренние сотрясения прекратятся. Итак, будем иметь 


ний + ти 


та? += пеь", 


вотом рассматривание центра инерции доставляет нам второе урав- 
вение 
тиет’и’ = тату’; 
итак, имеем 
(и— т) 5-25 


для скоростей после удара. Впрочем, количества и, и’, $, $” скорее 
означают проекции скоростей на линии центров, нежели самые ско- 
рости. 


ЛЕКЦИЯ ХХХ 
Варианионное иечиеление 


1. Всякая функция может быть изменяема различным образом: каждое: 
изменение ее переменных иля тех действий, которые над ним произ- 
водятся, влечет за собою изменение самой функции. Один частный 


случай сего изменения составляет предмет днфференциального исчи- 
сления; известно, что дифференциал есть такое приращение функции, 
которое происходит от чрезвычайно малого изменения ее переменных, 
Но часто бывает необходимо рассматривать такие изменения функций, 
хоторые зависят от нескольких причин. Возьмем самый простой при- 
мер: станем определять кратчайшую линию из всех, которые можно 
провести между двумя данными точками ай $. 

Из первоначальной. геометрии известно, что искомая линия есть 
прямая аё. Но мы решим эту задачу посредством изменения известной 
функции, которое, как мы увидим, совершенно отлично от изменения, 
рассматриваемого в дифференциальном исчислении. 

Означив чрез хи у==(х) координаты какой-нибудь точки с кривой 
аттиьр (черт. 28), для ее элемента будем иметь выражение 
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и кривая атт,в выразится интегралом [№2 Т+у", гле а означает 
й 


линию @5. Так как искомая линия должна быть меньше, нежели 
зсякая из смежных с нею линий, то надобно ряссмотрель все динии, 
между а и 6, чрезвычайно мало от нее разнящиеся. С линии аи 
перейдем на какую-нибудь из этих линий, напр. айй.б; для этой новой 
линяи, при той же абсциссе х, ордината у будет иметь другую вели- 
чину; ова изменится на бесконечно малое количество, потому что 
разность между самыми кривыми бесконечно мала. Означим это изме- 
нение чрез ® и положим уо-=2, 2 будет ординатою новой кривой. 
Очевилно, что ® отлично от @у, иначе орданата новой кривой, 


соответствующая х, равнялась бы &{ Элемент линии анф будет 
В 


@хуЕ-- 2%, а длина самой кривой выразится чрез | их У!» 2”, По 


условию вопроса надобно, чтоб интеграл 


| ах У! | ах 
6 $ 


при ® очень малом, но, вирочем, каком угодно, ибо какова бы ии 
была линия алб, лишь бы только мало разнилась от айф, длина ее 
должна быть всегда более длины сей последней. 

Вставляя в предыдущее неравенство вместо 2” равную ему веля- 
чину у?-+-2у'ю’ +”, имеем 


р р 
и А 
ь Ы 


или 


Развернув в строку выражение И! 
нечно малые третьего порядка, получим 


ГаиГкУ + | ах 
5 в 


или 


Но как первый член может быть и положительным и отрицательным, 
ибо в’ есть величина совершенно произвольная и всегда можно найти” 
несколько кривых, из которых для одних ®'’ будет иметь величину’ 
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положительную, а для других отрицательную, то необходимо, чтоб 
коэффициент при ®’ в каждом элементе интеграла был равен нулю, 
следовательно надобно, чтоб у’ был равен нулю; посему у будет вели- 
чина постоянная, и как при х=0 и у—0, то у будет постоянно равен 
нулю. Таким образом предыдущее неравенство обратится в 


|54=>0, 
8 
которое, очевидно, всегда удовлетворяет условию. Итак, искомая линия 
В 


есть прямая аб. Впрочем, прямо видно, что { @УГуЯ будет иметь 
ЕЁ 


иаименьшую величину, когда у’=0. 

Предыдущий пример достаточно показывает, что иногда бывает 
нужно рассматривать такие изменения функций, которые происходят 
от многих причин, различных между собою. Вопросы, при решении 
которых входят различного рода изменення функций, составляют 
предмет особенного исчисления, известного под именем вариацион- 
ного, и оно имеет свое приложение всякий раз, как скоро приходится 
рассматривать несколько изменений различного рода. Эти изменения 
обыкновенно означаются различными знаками, которые улотребляются 
точно так же, как знак @ в дифференциальном исчислении. Зваки 
здесь употребляемые суть &, А и пр. Когда рассматривается несколько 
бесконечно малых изменений различного рода, то изменения одного 
рода можно означать чрез 4, и обыкновенно означают таким образом 
те изменения функций, которые происходят от изменения их пере- 
менных, Другие изменения фувкций, будут ли они происходить от 
изменения переменных или от другой какой причины, означаются 
знаком вариаций &, А и пр. Если вариация происходит от изменения 
переменных, то она ничем не отличается от дифференциала и нахо- 
дится по тем же правилам, как и дифференциал, но вариация отлична 
от дифференциала, как скоро происходит не от изменения перемевных 
независимых, а от другой какой-нибудь причины, или вместе от изме- 
нения переменных и от другой какой-либо причины. Таким образом 
пусть и==У(х, у, 2); еслн количества х, у, 2 изменятся, первое на 
4х, второе на 4у, третье на 42, то самая функция изменится на вели- 


ину Зи 4+ 142. Если нужно в то же самое время рас- 
сматривать другие изменения х, у и 2 на количества &х, &у и 32, то 
п изменится еще на величиву 

р бе, 

9х р. 85“ 
которая отличается от предыдущей только тем, что здесь их, ду, 2 
заменены через 8х, 8, 82. Было бы не то, еслн бы и, изменяясь от 
переменных независимых, изменялась еще и от другой причины, Напр. 


18 Собр. соч. М, В. Остроградоного, г. Г. *. 2 
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если в то же время, как эти переменные изменились в х-+&х, у-н8у, 
2-82, изменилось бы и самое свойство функции, так чтобы новая 
ее величина и-+-8и была равна $ (х, у, 2), т. е. определялась знаком $, 
различным от /, то 8и нельзя получить таким же образом, как дяф- 
феревциал @и. 

Мы отышем эту вариацию, потому что она имеет довольно заме- 
чательную форму. Сначала мы будем иметь 

Зи-Еу(х-вх, уу, 252) — Дух, у, 2), 
потом, развертывая функцию ©(х 8х, у8у, 252), получим 
Зи — 9х, у, д — Их у, Эн) хо) бунт) 42. 

Можно видеть, что разность +(х, у, 2) —Кх, у, 2) будет бесконечно 
малая, иначе изменение функции й было бы конечное и, следовательно, 


его исследование не принадлежало к дифференциальному анализу. 
Пусть эта разность будет ®; будем иметь 


9(х, у, 2) = Дх, у, + о=и-но 


ди 9 
= 
ил ди, ды 
"у 

до 


=, 
откуда 
и—е+ (7 @-э а ("09-8 5) + ( (#}-- 5) 4 


или, отбрасывая бесконечно мадые величины второго порядка по пра- 
вилам дифференциального исчисления, 
ви аби ебучьеычна, 

Из этой формулы видно, что вариация функции # равняется изме- 
нению функции, происходящему от изменения ее переменных, взятому 
вместе с тем изменением, которое происходит от изменения ее свой- 
ства. 

Основываясь на этих рассуждениях и твердо помня, когда вариация 
сходна с дифференциалом и когда от него различна, мы приступим 
к изложению правил вариационного исчисления. 

2. Одно из главных свойств вариаций состоит в том, что вариация 
дифференциала равняется дифференциалу вариации. 

Мы доказали вообще, что, означая чрез 8и вариацию функции и, 


аще виа + и зан... +в, 


если изменить х в х-+- х, ув уу, в 2-+ 42 ит. д. то й изме- 
нится в и+- 4, и получится 


З-на ани + Вида ны, 
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Заменив & (и -+ 4и) выражением 8и--54и и 
ди да ди 
пк За... ны 
его величиною ди, будем иметь 
Зи ади-8и--48и, или з4и=а8и. 


Такое свойство вариаций зависит от того, что вариацию 8 (и-+ 41) 
величины и-+ 41 можно получить из и + 8и, изменяя в сем выражении 
х, у 2 в х-- ах, уч+-ау, +42. И действительно, если ивр соот- 


ё 
Черт. 29. 


ветствует величинам х, у, 2, то и+аи--8(и+-@и) будет соответ- 
ствовать величинам х-= 4х, у+-4у, 2+- 42. Но, очевидно, то же коли- 
чество получится, когда в выражении и-+- 41 изменится х в х-+ 8х, 
уву-+8у, = ва-+ 82, так что ин аи-+8(и-- аи) == и -4(и--8и), 


откуда 
аи —4ди. 


Посмотрим это на частном примере. Пусть и==у==/(х); хи у 
изображают координаты точки # кривой ти (черт. 29). Из чертежа 
вадно, что координату 6с можно получить двояким образ ом: во-первых 
изменив х в х-+- 4х в координате уу кривой ру, и тогда бе=у-- 
—8у-+4(у-+ 87); с другой стороны, та же координата бс есть у+ 
=@у+8 (у 4). Посему 


у-ва) =и-н ау (у--ау) 


или 
43у—8 аа. 


Доказав это свойство для дифференциалов первого порядка, мы 
в то же время его доказали и для дифференциалов какого угодно 
порядка; стоит только при этом заметить, что чрез и была означена 
18* 
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какая угодно функция, следовательно, и может означать и 4и и и 
и и, так что будет 

Зи = 44 = 48 4и — Фи 

ии Фа и вообще 

ди = аи фа ви аи, 
т. е. в каком порядке мы ни будем брать дифференциалы и вариации, 


результат будет один и тот же. 
3. Займемся теперь рассматриванием вариации функции у=/х) 


и ее производных. Во-первых, 
Ву ны, 
где ь означает изменение функции у от изменения ее свойства. Далее 


ду ув ук уы 
У ака) ар + 8х , 


отбрасывая в знаменателе @&х и сокращая 
Бух 


8х) и —_ 5 
я -ну"ёх у ау. 


Точно таким же образом докажется, что 
о 
ах» 

Впрочем, это видно уже из того, что для получения сих выражений 
налобно только в выражении 8у' переменить на у’, потом в новом 
выражении снова переменить У на у’ ит. д. 

4. Часто нужно бывает рассматривать такие тфункция, в которые 
входят, вместе х, у и производные у. Пусть, напр., будет такая фувк- 
ция У-=Дх, у, у, у",...); найдем ее вариацию, когда х иуу изме- 
няется каким бы то ни было образом, а свойство функции останется 
неизменным. 

Мы видели выше ($ 1), что такая вариация получается как диффе- 
ренциал; следовательно 


дут" ах бума 29 ит. д. 


ди ду и Из 
В+ у ув +"... 


или, подставляя на место 8у, 8’, ву" и т. д. их выражения, найдем 
ду. 4", ЗУ [. 
Век био) убх-- 4%) 


ря ду =} 

„ м \ о ь\ 
+ й ая), й 5-+ а). 
Отбирая члены, помноженные на « и производные этой функции 
и означая чрез {У полный дифференциал функции У относительно 
всех пераменных, будем иметь 


зи ВИ. 2,9. 
"= нуу е уг"... 
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Из этого примера видно, что варнация отлична от дифференциала 
и в том случае, когда остается неизменным свойство фувкции. Раз- 
вость заключается в величинах 8у, 8%’, 8у” и пр. Она происхолит от 
того условия, что при изменении х в х-+-8х изменяется и то отноше- 
ние, которое прежде находилось между хи у, и между новыми пере- 
меннымн выражается не прежнею, а новою функциею. Если бы отно- 
шение между переменными осталось то же, то, очевидно, мы должны бы 
получить простой дифференциал. Это показывает и формула вариации 
8У, потому что когда в-=0, все члены, имеющие ® множителем, 


уничтожатся и для 8 останется 4. 

5. В рассмотренную нами функцию иногда бывает надобно вводить 
еше третью переменную 2, новую функцию от х, отличную от функции 
‚у, и ее производные. Вариация такой функции будет отлична от 
прежней только тем, что в ней будет несколькими членами больше, 
зависящими от 2, совершенно ‘такого же вида, как члены, зависящие 
от у. Мы имеем 

Уз, У, У, У"... 2, 2",...) 


ди 2..9 ‚ 
5. 82-- де в брт . 


или, полагая, как прежде, ду==у’ёх +-ю и 2 ='82 +в и заменяя 8, 
:; 82, 82',... равнозначущими выражениями, найдем 


8и 


ди! 
92 


АР = 
р @Зх а) ы ыы ) +. 

Отбирая отдельно члены, в которые входят множителями в и ®, 
н означая чрез 4У полный дифференциал фувкции у, имеем 


= ди ду у ви ви 
зи. 8+ ду ду* + [ду де -=.. р Неба" "=... 


Если при изменении переменных изменится в то же время и самое 
<войство функнии, то к полному ее дифференнналу, сверх членов, 
зависящих ото и в, присоединится еще такая величина, которая будет 
то же относительно У, такою же как ® относительно у и ®, относи- 
тельно г. 

6. Означим как прежде букною У функцию Д(х, у, У, у", У"',. .) 
в которой у зависит, каким бы то ви было образом, от х, ау’, У", 


У”,... суть последовательные производные функции от у, и сышем 
5 


вариацию ] Уах, а и Ь- количества какие угодно, постоянные и дан- 
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ные или переменные и неизвестные. Для большей общности предпо- 
ложим, что вариация происходит вместе от изменения х на произволь- 
ное количество 8х и от изменения зависимости между хи У, 


Чтоб иметь ясное понятие о вопросе, надобно разложить [ух на 
Н 


его элементы и потом представить, что в каждом элементе хиу 
переменились в х--8х и у-н8у; означая чрез 5у как то изменение, 
которое происходят от изменения х, так и то, которое происходит 
от изменения зависимости между х и У, так что, полагая у=9(х), 
у-+-8у ве будет равняться функции $(х-+-8х), но будет равно другой 
какой-вибудь фуикции 9(х+-8х) (см. $ 4), 

# 


Ясно, что вариация интеграла [ух равняется сумме вариаций 
Ё 
каждого дифферевциального элемента, так что 
Н Н 
а [уах= | 8(иах), 
2 2 


но 
&(Уах) =5Уйх-- Узах, 
и, полагая ёу— у’3х==е,мы прежде имели 


ду, ду, дУ вы 
зи ау + у Ну + дут ак = 


откуда 
куда (у + (+ р + Зе, } ах, 


следовательно 


оу у. да. 5 4 + 


Уьи И, означают то, чем делается У, когда в нее на место х будут 
вставлены последовательно $ и а. 

Можно было бы обойтись без изменения элемента 4х, потому что 
его величина, будет ли она постоянная иди изменяемая, не имеет 
някакого влияния на результат вычисления, Действительно, полагая 
43х==0, нетрудно видеть, что это все равно; мы бы имели 

Зиах— — (9, И 
Уах=зУйх=а(Узх)-- | ду =... ах, 
и следствие интеграрования осталось бы то же. Когда пределы ан ё 
постоянны и даны, то стоит только положить 84=0 и 86 ==0, тогда 


о«-- 


5 
ен... 


— 279 — 


5 
7. Если не разлагать интеграл { Ух на его элементы, то доста- 
Н 


точно взять во внимание перемену отношения между хи уи измене- 
Вие пределов. Означим, как в предыдущем члене, чрез у ® новую ве- 
личину у, тогда у-+® будут соответствовать той же величине х., Еслиб 
‚х сделался х-+- 3х, то предыдущая величина сделалась бы у-+- уёх-но, 
так что у’Ах-+ ® означало бы полную вариацию у. Но, очевидно, можно 
обойтись без изменения х; надобно только взять у+® вместо у 
и ава, +8 вместо а и $, чтоб самым общим образом перейти 


©т интеграла [ух к интегралу, чрезвычайно мало от него разняще- 
Н 
муся. 
Вставив у-но вместо у, функцию У обратим в 


ви ЗИ, ди 6 
ду ду ах Г дуая *. 


ь 
в интеграл {у 4х надо заменить следующим 


ет ы -8и [ ду о 
Ух И Е ди...) 4% 
НА 
но 
ь+ 35 Ь+ь аа 
але ук [Ув Иа 
а 
хдедовательно 


ь Ба ом 
[бак [Ук [ув = [| гы 24, 4. 
Е 2 


= 


Известно, что 
ь-аь 


фуах- у 
в 


аа 


[ Уи, а, 
‹ледовательно ы 


ь $ 
[уху — ум | (омичи. 
: : 


формула, которую мы вывели выше, 


8. В приложениях формулы вариации интеграла [уе к различ- 
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ным вопросам нужно, чтоб дифференциалы 4, се, ... находились 


вне знака { Для этой цели могут служить следующие формулы 


Роу вы ду г0у 549 
{5 их ак = (ву ") (5%), Г а 4х 


ит. д, 
Пользуясь этими формулами, получим 


ь 
[ух = 


2). ах И, 56 — Ува 


ву 
и 
—& +=.) |+ 


9. Положим теперь, что функция У, кроме х, у и его производ- 
ных у, у",... заключает еще 2, другую функцию от х и ее произ- 
ь 


водные #', 2”, 2”',... и разыщем вариацию интеграла фу 
Р 


5 
Поступая по первому способу, т. е. разлагая интеграл [ух ва 
Н 


его эдементы, будем иметь (по $ 5) 


виа =4(уя)-н еек. + 


ди ду вы АЖ 
Нд +...) 4% 


н как 


На [а 
в Гуд [цуе, 
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следовательно 


ь ь 

> ` 5 “г9и И ‚ди аи \ 

а ГУ У, 38 Ува | ( ду оу’ ах ан. 1х 
: : 


ЗУ \ 
-02" ‘ве +.) ах. 


Тот же вывод получим, поступая и по второму способу, ибо 


ь 
нзменяя у, 2, и пределы интегрирования | Уах обратим в следующий 
а 


ОТВ Со ВИА РЫ 


5-86 
Ку. ди 94, див ду ыы 


[4 ь 
[У И — Ишь ни 
. : | 
ь 
ди У 4, ` 
„. [9 фан. 4% 


10. Для объяснения изложенных нами понятий о вариационном 
исчислении, мы заключим наще’ исследование приложением общей 
теории к некоторым частным 
случаям. Положим, мы имеем и 
чрезвычайно малый треугольник 
АВС (черт. 30), отнесенный к 
прямоугольным осям координат, 
н координаты точки А сутьх ину, 
точки В суть х-н ах, у-+ бу, и 
точки С суть х-+. Ах, у ду. 

Представим себе потом, что 
этот треугольник переместился о 
на чрезвычайно малое расстоя- Черт. 30. 
ние, так что точка А перешла в 
А', ВвВ'и Св С’, расстояния АА’, ВВ’, СС’ так малы, что лании 
А'С’, А’В и В'С’ без ощутительной ошибки можно принять за прямые, 
и найдем изменение площади треугольвика при этом перемещении. 

Пусть координаты А’ будут х+-4х и у-+ @у, координаты осталь- 
ных двух точек будут: 

для точки В’ 


98х Зах 
хр “+9 В 
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для точки С” 
43 
ау 
хаха 0 Ах 94 > Ау 


уда 2 Ах о Ау, 


у-- Чу 28 дк 


следовательно для площади нового  преугользика получим следующее 
выражение 
МЕ) ду Аа 


(ду + 45) (Ах +585) 
5 , 
или 


ахау+ ахАх+ 9 ахАу +2 фхау- - 9х э ЧУАу 


03 д% 9% 
Чхду+ ахАх- ‘ору Ах = 5х РЕ Ау 


сделав нужные сокращения и величину 4х4, — ух общим множи- 
телем, получим 


Шел ах, 48\ 
5 | 49 

= р Е ак 4!" 
еду Чук 


Но есть выражение площади треугольника АВС; озна- 


‘чая ее буквою М, будем иметь, для изменения сей площади от пере- 
мещения, следующую формулу 


9%. 98у\ 


11. Одно из важнейших приложений вариационного исчисления 
есть определение наибольших и наименьших величин функций. 
Известно, что наименьшие и наибольшие величины функций бывают 
или абсолютные, или относительные, смотря по тому, не существуют 
или существуют какие-нибудь отношения между переменными вели- 
чинами, составляющими функции. 

Займемся сначала первыми; для сего предложим себе найти нан- 

ь 


большую иля наименьшую величину интеграла | У ах, где попрежнему 
2 


"будет У==У 0 У, уъ у", ...). 
Мы видели ($ 7), что достаточно изменить у и пределы аи В для 
ь 


того, чтобы от [у& перейти к смежному с ним самым общим обра- 
2 
зом. Мы пока предположим, что по особенному свойству задачи пре- 
ь 
делы а и $ интеграла фуах должны оставаться неизменными. 
5 


По правилам, излагаемым в дифференциальном исчислении для 
знанбольших и наименыпих величин, надобно все переменные, входя- 
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5 
щие в рух изменить на бесконечно малые количества н получен- 
8 


ный таким образом дифференциал уравнять нулю. Но так как при- 
ращения переменных независимых совершенно произвольны, то 
для того, чтобы этот интеграл был равен нулю, необходимо, чтоб 
порознь были равны нулю коэффициенты у каждого из частных диф- 
ференциалов, из которых он состоит. Представим себе интеграл 


5 
| Уах разложенным на его дифференциальные элементы И(а); Иа-наа); 


И(а-- 242 


их, Их-ах);... Ио). 
ь 
На сумму сих элементов, следовательно на интеграл у можно 
В 


смотреть как на функцию такого числа стольких различных у, сколько 
находится различных величин между пределами а и $ интеграла. 
Озвачим ее чрез 9(у, у, У», У»...); взявши полный дифференциал 
этой функции относительно всех ее переменных и уравняв нулю 
отдельно каждый из частных дифференциалов, получили бы несколько 
уравнений, которыми определяются все величины у, доставляющие 


а 
наибольшую или наименьшую величину интеграла [уз 
Н 


Но этого результата несравненно легче достигнуть при помощи 
вариационного исчисления, и мы рассмотрим прямо самый общий 
<лучай, т. е. изменяя у и пределы а и $ интегрирования. Если эти 
переменные интеграла изменяются каким-нибудь образом на чрезвы- 
чайно малую величину, то, как известно, самый интеграл измекится 


ъ 
на его вариацаю 8] Уйх, которая, если ограничиться суммою членов 
первого порядка, будет равна 


ь ду ду 
09" дд 
| (= аби: 


в 9х: 


чела — им, 


ь 


остальные члены будут формы 


43% 


4 обо 4 
[лов есть... [Ао + Са. 


ь 
„Для тех величин переменных интеграла фу, которые доставляют 
2 


ему нанбольшую или наименьшую величину, его вариация должна 
иметь постоянный знак; следовательно, сумма всех членов первого 
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порядка должив быть равна нулю. А так как да, 88 и ® суть вели- 
зины совершенно произвольные, то должно положить отдельно 


Так как величина ® и ее производные суть величины произвольные, 
то будет в отдельности для обоих пределов интеграла 


А,=0, В,=0, С,=0... и А,=0, В,=0, С,==0. 


Теперь рассмотрим тот случай, когда между переменными величи- 
нами существуют одно или несколько отношений, обыкновенно выра- 
‚ 


жаемых уравнениями. Для сего возьмем опять ру, и пусть пере- 


Ё 
менные такого свойства, что (Хх, у, У)==0, Р(х, у, у,..)=0 
$(%, У У,..)=0. Разность между настоящим и предыдущим случаем 
состоит в том, что теперь нельзя изменять х я у произвольным обра- 
зом, потому что новые величины, будучи вставлены в вышенаписан- 
ные уравнения, должны им удовлетворять. Очевидно, чтобы интеграз 
имел эту относительную наибольшую величину, также необходимо, 
ь 


чтобы сумма членов первого порядка вариации 8| У@х равнялась 
2 


нулю; но нельзя положить отдельно равными нулю величину под, 

интегралом, потом Ури У, члены, помноженные на « отдельно, потом 

отдельно помноженные на м, на [= ит. д, потому что 8х, ву, а сле- 

довательно, и не будут совершенно произвольные величины. 
Впрочем, этот случай также приводится к предылущему. Предста- 

вим себе, что одна из переменных определена посредством которого- 

нибудь из уравнений и ее величина вставлена в остальные уравнения 

Ка 


и в интеграл рух потом то же сделано с другою переменною и 
2 


с остальными уравнениями и лотом с третьею и т. д. После сих под 
становления, как бы ни изменяли оставшиеся переменные в интеграле 


фу, новые величины всех переменных всегда будут удовлетворять 


тем уравнениям, из которых они извлечены, Но того же можно до- 
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<тигнуть гораздо легче другим способом, именно стоит только помно- 
жить уравнения на постоянные произвольные количества ^, р, » 


в 
ит. д. и потом с суммою уче-кь@, 3У,.. Ех, у, м.) 
: 


—Уф(, у, У,..)=Ф поступать по правилам для наибольших и наи- 
меньших величин абсолютных. 


Из уравнений, доставляемых варнациею 8Ф, определятся все пере- 
$ 


менвые интегралы фу в выражениях, которые будут функциями 
: 
от и ъ..3 если их величины вставить в уравнения соотношений 
между переменными, то определятся и эти последние количества. 
Таким образом получатся все величивы переменные, которые могут 
доставить наибольшую или нанменьшую величику. Кроме сих вели- 
чин, не будет других, которые доставляли бы решение вопроса, но 
и они могут также не решать вопрос, поелику для того, чтоб функ- 
ция имела наибольшую или наименьшую величину, недостаточно 
чтобы вариация первого порядка была равна нулю; подобно еще, 
чтоб варнация второго порядка удерживала постоянный знак. Этот 
знак и показывает, будет ли иметь функция наибольшую или нан- 
меньшую величину. Мы оставляем это исследование, которое прел» 
ставляет некоторые затруднения для начинающих. 
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